Capitulo 1

Inferéncia Bayesiana, Simulacao
Estatistica e suas Aplicacoes em
Sistemas de Comunicacoes

1.1 Introducao

Frequentemente precisamos tomar decisdes em situagoes envolvendo incertezas. Questoes das mais
prosaicas, como se devemos sair de casa com o guarda-chuva, até as mais complexas, como a profissao
a ser seguida, nos compele a estimar a probabilidade de eventos futuros, avaliar riscos e fazer predicoes.
Inferéncia estatistica é a area da matemadtica aplicada que nos ajuda a realizar essas tarefas de forma
mais rigorosa, complementando a intuicao e o senso comum.

Duas vertentes da estatistica, frequentista e bayesiana [1], disputam a primazia dos métodos de infe-
réncia e a andlise de dados. A diferenca fundamental entre as escolas reside na interpretagao do conceito
de probabilidade e por conseguinte no tratamento as quantias que se pretende inferir — os parametros,
no jargao estatistico. Os frequentistas entendem a probabilidade como o limite da frequéncia relativa de
ocorréncia de um evento num universo de possibilidades, e portanto restringem a anéalise probabilistica a
eventos reprodutiveis. Em oposicao, bayesianos se alicercam na visao da probabilidade como uma medida
para o grau de incerteza subjetiva sobre possiveis eventos.

Como consequéncia, os frequentistas sustentam que os parametros sejam tratados como constan-
tes desconhecidas, enquanto os bayesianos os interpretam como varidveis aleatdrias, ainda que sejam
pré-definidos. Como esses ultimos interpretam a probabilidade como medida do grau de incerteza, o
desconhecimento sobre os parametros é motivo legitimo para trata-los como varidveis aleatorias com suas
distribuicoes de probabilidade associadas.

Tlustremos essas diferencas com o familiar experimento de langamento de um dado. Deseja-se calcular,
por exemplo, a probabilidade de que seja primo o niimero na face voltada para cima. Nos primérdios da
teoria da probabilidade, explorava-se a simetria do experimento para obter as probabilidades elementares

de cada possivel resultado em um lancamento, e usavam-se certas regras para se calcular a probabilidade



de um evento composto. Por simetria, os seis resultados devem ser igualmente provaveis, e como é forgoso
que a soma das probabilidades seja unitédria, segue que a probabilidade de cada face é 1/6. A probabilidade
de o resultado ser um nimero primo seria entao igual a razao entre a quantidade de niimeros primos entre
1e6 (2,3 eb) e a quantidade total resultados possiveis, ou seja 1/2.

Nao obstante seu apelo intuitivo, esse argumento seria rejeitado por um frequentista. E impossivel
determinar previamente as probabilidades envolvidas, pois essas sao o resultado da frequéncia relativa de
cada evento apds muitos experimentos. A probabilidade de sair um ntimero primo é obtida contando-se as
ocorréncias em que os numeros 2,3 ou 5 foram efetivamente obtidos numa longa sequéncia de lancamentos,
e dividindo-se o resultado pela quantidade total de lancamentos. Espera-se que essa razao coincida com
a obtida pela solugao anterior se o dado nao for viciado. No entanto, um frequentista s6 poderia julgar
um dado justo (ou nao) apds a realizagao dos experimentos.

Um bayesiano posiciona-se entre esses extremos: consideragoes de simetria importam, porém variagoes
sao permitidas a medida que sao realizados novos experimentos. Antes do primeiro lancamento, as seis
faces seriam consideradas igualmente provaveis; a cada novo experimento, as probabilidades poderiam
variar num sentido sentido ou outro, dependendo da sequéncia de resultados obtidos até o momento.
A probabilidade é portanto, uma quantidade dinamica, que parte de um valor plausivel e torna-se pro-
gressivamente mais precisa com a aquisicao de novas evidéncias. No limite, apds infinitas tentativas, o
bayesiano e o frequentista tendem a remover suas divergéncias.

A escola bayesiana tem uma longa e fascinante histéria [2]. Foi dada & luz em 1740 pelo entdo des-
conhecido ministro presbiteriano britanico chamado Thomas Bayes, descobridor da regra de atualizagao
de probabilidade que leva o seu nome. Essa regra é uma enganosamente simples equagao que relaciona
a probabilidade de uma hipdtese (ou evento) apds experimentos serem realizados com a probabilidade
prévia — antes dos dados serem observados — e uma funcao que mede o quao surpreendente sdo as obser-
vagoes para o caso de ser verdadeira cada uma das possiveis hipdteses. Negligenciado durante a vida de
Bayes, o teorema foi redescoberto independentemente trés décadas mais tarde por Pierre Laplace, que
lhe deu uma nova formulacdo e o aplicou em intmeros problemas praticos da época.

Condenada por estatisticos do calibre de Fisher e Pearson como anti-cientifica devido a sua natureza
assumidamente subjetiva, a visao bayesiana continuou sendo adotada, ainda que de forma marginal,
durante a maior parte do século XX, pois fornecia solugoes de problemas para os quais a visao frequentista
falhava. Apds décadas de ostracismo, avangos tedricos feitos por matemédticos como Jeffrey, De Finet e
Savage tornaram o bayesianismo mais respeitavel. Todavia, sua aceitagao definitiva e popularizagao
86 vieram no fim da década de 80, quando o surgimento de métodos numéricos baseados em MCMC
(Markov Chain Monte Carlo) permitiram a aplicacdo da ferramenta em inimeros problemas até entao
intratdveis por requerer intenso poder computacional. Atualmente, métodos bayesianos estdo no cerne

de uma miriade de aplicagoes como aprendizado por maquina, genética, filtragem anti-spam, investigacao



forense e predigcao de resultados de eleigoes.

Em problemas de engenharia, incluindo telecomunicacoes, solugoes mais efetivas sao obtidas explo-
rando a maior flexibilidade do paradigma bayesiano frente & mais tradicional visdo frequentista. A
incorporagao de qualquer conhecimento prévio do engenheiro — muitas vezes subjetivo e dificil de quanti-
ficar — sobre as possiveis solucoes para o problema em questao, é de grande valia em problemas reais em
que dados objetivos sao escassos. Em um sistema de recepgao em comunicacoes sem-fio, o conhecimento
sobre o comportamento tipico do canal de comunicagao para o ambiente em questao, além das propri-
edades estatisticas dos sinais transmitidos, podem ser incorporados na solugao e permitir detecao mais
acurada de sinais. O tratamento de parametros como varidveis aleatdrias, apandgio da escola bayesiana,
permite a marginalizacao das varidveis que nao sao de interesse imediato, levando a solugoes étimas para
os parametros que realmente deseja-se estimar — por exemplo, o sinal que foi enviado.

Este capitulo se destina a apresentagao dos rudimentos de inferéncia bayesiana e das técnicas de simu-
lacao estatistica que permitem sua aplicagao a problemas complexos. Como fio condutor da exposigao,
consideraremos o problema de recepgao de sinais em comunicagoes sem-fio, em que o canal variante no
tempo e sujeito a ruido tornam-o particularmente adequado a ferramentas bayesianas. As primeiras se-
¢oes dirao respeito aos fundamentos da andlise de dados Bayesianas, e incluirao uma exposi¢ao sobre o
teorema de Bayes, a formalizagao do conceito de distribuicao a priori — em particular, distribuicao a
priori conjugada e priori nao-informativa —, modelo Bayesiano hierdrquico e eliminacao de parametros
auxiliares. Nas tultimas secoes, discorreremos sobre técnicas numéricas de exploragao de distribuigoes
baseadas em Cadeias de Markov e Monte Carlo (MCMC), que permitem resolver problemas de inferéncia
que seriam de outro modo intratdaveis. O foco serd nos populares e poderosos métodos da classe MCMC,
em especial o algoritmo de Metropolis-Hastings e o amostrador de Gibbs. Terminamos o capitulo apli-
cando as técnicas apresentadas ao problema de detecao de sinais em comunicagoes sem-fio para um canal

seletivo em frequéncia e sujeito a ruido aditivo gaussiano.

1.2 O Teorema de Bayes

Usamos inferéncia estatistica quando desejamos obter informacoes sobre grandezas ocultas a partir
de dados observéaveis que podem ser descritos por modelos probabilisticos. Num sistema CDMA (Code
Division Multiplex Access), por exemplo, diversos usudrios compartilham o mesmo meio, transmitindo
na mesma faixa de frequéncia, e sujeitos as distorcoes e ruido do canal. E tarefa do receptor analisar essa
complicada combinagao de sinais — que dependem apenas indiretamente das mensagens transmitidas — e
inferir as informagoes que mais provavelmente foram enviadas por cada usuério.

Vamos formalizar o conceito de inferéncia especificando uma variavel x possivelmente multidimensional

cuja distribuicao é descrita por p(x;0). Aqui,  retdne as quantias desconhecidas que se deseja estimar



e serd referenciada como o conjunto de parametros — embora por vezes, como no exemplo do canal de
comunicagao, esses parametros sejam também dados.

Como vimos, a escola frequentista entende os parametros @ como valores fixos e desconhecidos. Con-
sequentemente, a inferéncia é feita com base na distribuicdo p(x|0), conhecida como verossimilhanca, e
entendida como a distribuicao de probabilidade dos dados observados para um certo conjunto de para-
metros 8. Em contraste, a escola bayesiana enxerga os parametros como variaveis aleatorias com certas
distribuigbes associadas. Antes de os dados serem observados, a distribuicdo associada aos parametros
é chamada de distribuigdo a priori (ou simplesmente priori), p(8), e quantifica o grau de confianca do
projetista sobre os possiveis valores dos parametros. Apds os dados serem levados em consideracdo, a
nova distribuigdo dos pardmetros é conhecida como distribuicao a posteriori (ou simplesmente posteriori),
e condensa a combinacao do conhecimento prévio com as informagoes recém adquiridas.

A relagao entre essas grandezas é definida pelo teorema (ou regra) de Bayes. Através do teorema,
podemos obter a distribuicao a posteriori a partir da distribuicao a priori, levando em conta os dados
observados. Seja p(0|H) a distribuigdo a priori, em que H (de histéria) representa todas as informagoes &
disposicao do usudrio sobre os parametros de interesse antes de os dados estarem disponiveis. O teorema
estabelece que a distribuicao a posteriori é obtida essencialmente pelo produto da distribuicao a priori

com a verossimilhanca:
p(x[6, H)p(6|H)

PRI = T )

(1.1)

Nessa expressao p(x) é a densidade de probabilidade associada ao vetor de dados x que leva em conta
todas as possibilidades de 8. Como x é conhecido, p(x) é apenas uma constante de proporcionalidade que
garante que seja unitaria a integral do quociente na regiao definida pelo espago amostral dos parametros.
Sendo assim, p(x) é dado por:

p(x) = / p(x|6)p(6)d6. (12)

Sendo constante, p(x|H) nao afeta forma da funcdo p(0|x, H). Por essa razao é usual remover p(x)

do teorema de Bayes e reescrevé-lo como uma relacao de proporcionalidade:
p(6|x, H) o p(x|0, H)p(6|H). (1.3)

Podemos resumir o teorema informalmente como: a probabilidade posterior de um evento é o produto

da probabilidade prévia com a probabilidade associada aos dados observados (evidéncia). Ou ainda:

Probabilidade posterior = Verossimilhanga x Probabilidade prévia (1.4)

Sendo assim, o teorema permite ponderar o conhecimento prévio com as novas informagoes apos a

realizagao da experiéncia, gerando conhecimento novo e melhorado.

1-4



Exemplo 1: exame médico

Vamos ilustrar o teorema numa situacao de importancia prética que infelizmente confunde tanto
leigos quanto especialistas. Apresentaremos aqui uma versido resumida do problema exposto em [2]. Uma
mulher recebeu o resultado de sua mamografia e avaliacdo foi anormal. Qual a probabilidade de que ela

tenha cancer de mama? Para responder a pergunta precisamos de algumas estatisticas bésicas, a saber:

1. Probabilidade de mamografia anormal na auséncia da doenca: 10 %.
2. Probabilidade de mamografia anormal na presenca da doenca: 80 %.

3. Probabilidade de uma mulher qualquer sofrer de cancer de mama: 0.4 %.

Muitos estariam inclinados a afirmar que a probabilidade de a mulher ter a doenca é de 80 % —
o percentual de vezes em que o teste resulta anormal quando a doenga estd presente. Um dado de
importancia fundamental costuma ser esquecido: a probabilidade prévia, isto é, antes de o exame ser
realizado, de que uma mulher qualquer sofra de cancer de mama. Dada a raridade da doenca (0.4
%), a evidéncia teria que ser muito forte para elevar significativamente a probabilidade em relagao ao
seu patamar inicial. Decerto esperamos que o resultado anormal aumente essa probabilidade inicial,
mas devido a imperfeicdo do exame, podemos antecipar que a probabilidade posterior esteja num valor
intermedidrio entre 0.4 e 80 %.

O teorema de Bayes permite calculd-la exatamente. Chamemos de A o evento “mulher tem cancer”
e B o evento “mamografia anormal”. Queremos calcular probabilidade a posteriori de a mulher estar

doente sabendo do resultado anormal do exame, ou seja, p(B|A), que Bayes nos fornece:

p(AIB)(B)

p(BlA) = B

Pelos dados do problema, temos:
1. p(A|B) =0.8
2. p(B) =0.004

3. p(A) = p(A|B)p(B) + p(A|B)p(B) = 0.8 x 0.004 + 0.1 x 0.996 = 0.1028.

Nessa ultima expressao p(A) é a probabilidade de o exame resultar anormal, obtido somando-se as
probabilidades de resultado anormal quando a mulher tem a doenca e quando ela estd saudavel. A barra
acima do evento indica o seu complementar, no caso a sua negagao.

A resposta final é obtida substituindo esses valores em 1.5

0.8 x 0.004
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Esse resultado contra-intuitivo mostra a importancia de se considerar as probabilidades prévias e
recomenda que resultados de exames sejam interpretados cautelosamente. Muitas pessoas tem suas vidas
devastadas ao receber resultado positivo para uma doenga séria, como AIDS, apesar de que a raridade
da doenca e a imperfeicao dos exames implicarem uma probabilidade nao desprezivel de que o virus nao

esteja presente.

Exemplo 2: canal binario simétrico

A Fig. 1.1 diz respeito a um canal de comunicages em que transmitem-se simbolos bindrios (0 ou 1) e,
devido a imperfeicoes do canal, ha uma probabilidade p usualmente menor que 1 de que um simbolo seja
corretamente detectado. Vamos supor que a probabilidade de o digito 0 ser enviado seja pg. Claramente
p1=1-po.

Chamemos de X o simbolo enviado e de Y o recebido. E ttil calcular a probabilidade inversa de

que o simbolo X tenha sido enviado sabendo que Y foi recebido. Invoquemos Bayes novamente para nos

ajudar.
_ p(Y[X)p(X)
MXW%=—Z§T* (1.7)
em que p(Y = 1) =p1p+po(l —p) ep(Y =0)=pop+pi(l—p)
Assim,
- - o bp1
mX*HY*D*pm+mﬂ—m (18)
p(X =0]Y =0) = PPo (1.9)

pop + p1(1 —p)
Naturalmente a probabilidade de que haja erro de transmissao em cada caso é obtida calculando-se o

complementar de cada uma das expressoes acima.

0

Figura 1.1: Canal bindrio simétrico. Simbolos bindrios sdo transmitidos com probabilidade de erro (1 —p)



1.3 Bayesianos vs Frequentistas

A exposicao detalhada das diferencas e similaridades entre as escolas bayesiana e frequentista estéd
claramente além do escopo do capitulo. Aqui nos limitaremos a apresentar o que julgamos essencial sobre
0 assunto e exporemos um exemplo no qual as principais diferencas entre as escolas ficarao patentes.

No amago do processo de inferéncia adotado por ambos frequentistas e Bayesianos estd a funcdo de
verossimilhanga, aqui denotada por I(x; 0) = p(x|0). Essa funcao é entendida como a probabilidade de os
dados x serem observados quando se assume que os parametros corretos sao 8. Na escola frequentista a
inferéncia é usualmente feita com base apenas na verossimilhanga, e 8 é entendido como um parametro que
aparece na distribuigao de p(x) e ndo como uma varidvel condicionante. Por sua vez, a escola Bayesiana
trata a verossimilhanga como o elemento de ligacao entre a priori e a posteriori — através da regra de
Bayes — e 0 ¢ entendida como variavel que condiciona a distribui¢ao dos dados observados x.

O critério de inferéncia de Méxima Verossimilhanga (ML, do inglés Maximum Likelihood [3] ) é uma
das mais populares ferramentas de inferéncia do repertério frequentista. A ideia por tras do ML é bem
intuitiva: o valor dos parametros estimado é aquele que torna os dados observaveis os mais provaveis.
Ou, como o nome sugere, o valor de 8 estimado é aquele que maximiza a fungao de verossimilhanca.

A escola bayesiana também permite obter estimativas pontuais dos parametros, mas os diversos possi-
veis critérios baseiam-se na distribuicao a posterior:i e nao na verossimilhanca. O Minimo Erro Quadratico
Bayesiano (BMSE, Bayeian Minimum Square Error) e o Méximo A Posteriori (MAP, Mazimum A Pos-
teriori ) sao duas das escolhas mais usuais. Pelo critério MAP o valor estimado para os pardmetros é

aquele que maximiza a distribuigdo a posteriori, enquanto o BMSE resulta na média dessa distribui¢ao.

Examplo 3: Langcamento de moeda

Vamos ilustrar essas diferengas com um problema corriqueiro e outro mais relevante em engenharia.
Considere o familiar problema de se estimar a probabilidade 6 de sair ‘cara’ no langamento de uma moeda.
J& vimos no problema do lancamento de um dado que consideragoes de simetria para determinagao das
probabilidades sao controversas, ndo obstante seu apelo intuitivo. Confrontado por essa questao, um
frequentista diria que experimentos precisam ser feitos para que uma resposta significativa seja fornecida.
Suponha que ele lance a moeda trés vezes e o resultado tenha sido ‘coroa’ nos trés casos. Ele entao calcula
a verossimilhancga p(x|), isto é, a probabilidade de o resultado x = [1 1 1] — representando trés coroas
em trés lancamentos — seja obtido considerando cada possivel valor de 6 € [0 1]. Supondo independéncia
entre os langamentos, a probabilidade de trés coroas é o produto das probabilidades individuais, isto é,
p(x|0) = (1 — §)3. Claramente a verossimilhanga é maximizada quando # = 0. O frequentista nao teria
muita confianga nessa estimativa de méaxima verossimilhanga porque poucos lancamentos foram feitos;
mas se forgado a dar uma resposta ao problema ele diria ser nula a probabilidade de sair 'cara’.

O Bayesiano analisando o mesmo probblema também nao daria uma resposta imediata. Ele comegaria
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definindo uma probabilidade a priori p(#) refletindo sua experiéncia prévia sobre o langamento de moedas.
Embora nao estritamente necessdrio, é razodvel assumir que 6 tem maior chance de estar em torno de 1/2
do que nos limites (0 ou 1). Uma possibilidade seria a curva em azul da Fig. 1.2 (a). Combinando essa
priori com a verossimilhanga ele obteria a posteriori (em verde na figura), cuja maximizacao forneceria
para 6 um valor & esquerda de 1/2. A medida que novos experimentos sao feitos, posterioris cada vez

mais informativas sao geradas (Fig 1.2 (b)) e estimativas mais precisas sdo obtidas para 6.

3 T T 3
Priori p(0)

250 —— Verossimilhanga p(x|6)
’ Posteriori p(6]x)

08 1 0

Figura 1.2: Determinando a probabilidade de sair ’cara’ no langamento de uma moeda. (a) Exemplo da
priori, verossimilhanca e posteriori ap6s 3 lancamentos com resultado 'coroa’; o méximo da posteriori esta
deslocado para a esquerda de 1/2. (b) Posterioris ficam cada vez mais concentradas quando o nimero de
langamentos n aumenta.

Exemplo 4: Modelo linear generalizado

Consideremos agora um modelo de grande utilidade que aparece frequentemente em diversos problemas
de engenharia elétrica, inclusive telecomunicac¢oes. O chamado modelo linear generalizado descreve uma
situacao em que os dados observados dependem linearmente de um conjunto de valores desconhecidos a
serem estimados, e ruido aditivo esta presente na medida. Bastante geral, o modelo pode descrever, por
exemplo, um sinal formado por uma mistura de sendides com amplitudes desconhecidas imersas em ruido,
ou o sinal recebido em comunicagdes sem fio com miltiplos percursos e ruido aditivo. Matematicamente
o vetor de N elementos contendo os dados observados, x, é a soma de um produto matricial e um ruido
v:

x=GO+v (1.10)

onde o produto GO determina a relagao linear entre os dados x e os parametros desconhecidos 6.
Em muitas aplicagoes, v pode ser satisfatoriamente aproximado como ruido branco gaussiano de média

2

zero e varidncia o7 (muitas vezes desconhecida). Se a matriz G for conhecida, a distribui¢do de x dado

0 é igual a distribuicao de v com média deslocada de G@. Logo a verossimilhanca é dada por:

p(x10) = pu(x — GO) = Wexp {%;(x — GO (x — GH)} . (1.11)
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A maximizacao dessa fungdo em relacdo a @ fornece o mesmo resultado que a minimizacao do argu-

mento da exponencial. Igualando a zero o gradiente desse argumento, obtemos o estimador ML:
oM = (GTG)'GTx. (1.12)

A escola bayesiana resolveria esse mesmo problema de forma diferente. Os parametros 6 seriam
tratados como uma varidveis aleatorias e ganhariam uma distribuicao a priori, refletindo o conhecimento
prévio sobre os parametros. Considerando, para fins de ilustragdao, uma priori gaussiana com média mg
e matriz de covariancia Cg, terfamos uma posteriori cuja maximizacao geraria o seguinte estimador para
0:

OMAY = (GTG + 02C, 1) " HGTx + 02Cy ' my). (1.13)

Se os elementos de Cg forem altos na equagao acima, as parcelas introduzidas pela priori se tornam
irrelevantes, e entdo a solugdo MAP se aproxima da ML. Isso é plausivel, uma vez que valores altos para
Cy indicam uma priori bastante ampla, refletindo um conhecimento prévio vago sobre os parametros,
0 que implica maior importancia dos dados observados no resultado final. Por outro lado, se muitos
dados sao observados, e consequentemente x é um vetor de dimensao alta, os termos dependendo de G
e x dominariam os termos dependentes dos parametros da priori, que sao fixos. Nesse caso, com muitos
dados, o MAP também se aproximaria do ML, independentemente da priori.

Esses dois exemplos nos permitem concluir que as escolas bayesiana e frequentista tendem a concordar
quando muitos dados sao disponiveis, mas divergem em muitas situacoes praticas em que dados sao

escassos e o conhecimento prévio é relevante.

1.4 Elementos de Inferéncia Bayesiana

Vimos até aqui conceitos que sdo comuns as escolas Bayesianas e frequentistas, embora cada escola os
usem de forma diferente. As sec¢Oes seguintes dizem respeito a elementos que sao exclusividade da escola

bayesiana.

1.4.1 Modelo Bayesiano Hierarquico

Em muitos problemas praticos de engenharia, os dados observados dependem de diversos parametros
que podem apresentar uma relacao hierarquica entre si. Em comunicagoes sem fio, por exemplo, o sinal
recebido depende do canal que pode ser caracterizado por um filtro linear com coeficientes desconhecidos.
Nesse contexto, um bayesiano atribuiria um modelo probabilistico para os coeficientes do canal, e como os
parametros desse modelo seriam também desconhecidos, o estatistico os descreveria probabilisticamente

em termos de outros parametros — que passam a ser chamados de hiperparametros.
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A Figura 1.3 ilustra esse conceito de forma mais geral. Possiveis conjuntos de dados observados, x1,
T, ..., Tn, dependem de parametros 61, 0s, ..., 0,, respectivamente, que por sua vez sao instancias de
uma variavel aleatoria descrita pelo hiperparametro ¢. Esse modelo poderia representar, por exemplo, as
notas de alunos de n diferentes escolas, cada uma com uma determinada média 6; i € {1,...,n}, que por

sua vez depende de uma distribui¢do mais bdsica escrita em termos de ¢ (possivelmente a média geral

AN

0 0, 0pn-10,

dos alunos daquela regido).

Ty T2 T Tp—1 Ty
Figura 1.3: Exemplo de modelo bayesiano hierarquico. Os conjuntos de dados x1, x2, ..., T,, dependem
de parametros 01, 05, ..., 6,, respectivamente, que por sua vez sao instancias de varidveis aleatorias

descritas pelo parametro ¢.

O teorema de Bayes fornece a distribuicao a posteriori dos parametros desconhecidos em funcao dos
dados observados. No exemplo em questao, a distribui¢do a posteriori é denotada por p(8|z1,...,z,), e

a distribuicao a priori de 6 depende de ¢, que por sua vez é caracterizado pela priori p(¢). Logo,

p(e1,- -, 2010, 9)p(6|9)p(S)

07 yeresdn) =
p(6, flr,..., ) T ETN

(1.14)

em que usamos p(6, ¢) = p(6|¢)p(¢)-

1.4.2 Eliminagao de parametros

E comum o vetor de parametros conter elementos que nao sao de interesse para estimacao. No exemplo
do canal de comunicacao, os coeficientes do canal sdo necessdrios apenas para termos um modelo completo
do fenomeno em estudo; mas o foco do problema estd na estimacgao dos dados enviados.

Por tratar parametros como varidveis aleatorias, a escola Bayesiana nos autoriza a trabalhar apenas
com as varidveis de interesse, integrando os demais, os ditos parametros nuisance. Particionado @ entre
os pardmetros nuisance e os de interesse, de tal forma que 6 = (¢, 1), a posteriori para os parametros

de interesse calcula-se como:

w(@) = [ v vix)av. (115)
P
Essa integral nem sempre pode ser feita analiticamente ou com técnicas classicas de integragao numé-
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rica. A dificuldade é especialmente severa quando a distribuicao é multivaridvel e nao possui uma forma
conhecida. Nesses casos, os algoritmos de MCMC discutidos mais adiante sao especialmente recomenda-

dos.

1.4.3 Distribuicao a prior:

Como vimos, a distribuicao a priori é uma funcao que reflete o conhecimento do usuério sobre os
possiveis valores dos parametros antes de levar os dados em conta. Embora critérios frequentistas possam
guiar a escolha de p(0), usualmente o conhecimento proveniente da experiéncia subjetiva do projetista é
o fator preponderante para a escolha da distribuicao a priori. Técnicas para auxiliar o projetista nessa
tarefa incluem o método do histograma, o método da funcgao de distribuicao e o método de verossimilhanca
relativa [4]. Embora tteis, essas técnicas costumam gerar distribuigoes complicadas e de dificil tratamento

analitico, o que prejudica o procedimento posterior de otimizagcao.

Prioris conjugadas

Para assegurar a tratabilidade da distribuicao a posteriori, uma estratégia popular é adotar prioris com
a mesma estrutura algébrica da verossimilhanga, garantindo que o produto entre ambas, do qual depende
a posteriori, tenha uma forma de simples manipulacdo. Por exemplo, se a verossimilhanca é gaussiana,
a escolha de uma priori também gaussiana gera uma posteriori gaussiana, que é uma distribuicao com
boas propriedades, de ficil otimizagao ou amostragem.

Voltemos ao modelo linear generalizado da Secao 1.3. Como o ruido é gaussiano, também o é a
verossimilhanga. Assumindo um priori para 6 gaussiana com média my e matriz de covaridncia Cy, a

posteriori seria entao o produto de gaussianas:
p(B]x) o py(x — GO)p(#) = N(x|GO, 571)N(8|my, Cy), (1.16)
cujo resultado é também uma gaussiana com parametros modificados:

GTG
p(6ly) =N (0 ‘GTG +02Cy ") M (GTx + 02C, 'my, — + col> (1.17)
v
Caso a variancia do ruido o2 nesse modelo seja desconhecida, podemos descrevé-la estatisticamente.
Olhando para expressdo da verossimilhanca, vemos que o2 aparece de forma similar a uma distribuicao

gama inversa, uma que tem suporte no eixo real positivo e definida por parametros a e 3:

p(z|a, B) = 1G(z|a, B) = Tﬁ(:)x_o‘_l exp (;8) (1.18)

2

2 6 uma gama-inversa p(o2 |, 3,). Com essa priori, a posteriori

Sendo assim, a priori conjugada para o
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serd também uma gama-inversa com parametros modificados:

N
p(oyly,0) =1G <05 @+ 5 B + (1.19)

(y - GO)"(y — G6) >
2 9

onde N é o numero de elementos em Xx.

Priori nao-informativa

Como sugere o nome, priori nao-informativa é uma distribuigao que idealmente nao contém qualquer
informacao sobre os possiveis valores dos pardmetros. A escolha aparentemente mais 6bvia para uma
priori nao-informativa seria uma distribui¢ao uniforme associando igual probabilidade a todos os valores
no espago amostral do parametro, o que produziria uma posteriori com formato idéntico a verossimilhanga.
Razodavel para parametros discretos, essa escolha tende a ser probleméatica em espagos continuos, uma vez
que a distribuicao uniforme nao é invariante a transformagoes bijetivas de varidveis. Em outras palavras,
se 0 é uniforme, a distribuicao de ¢ = f(6) nao serd mais uniforme [4]. Esse resultado é indesejdvel porque
a auséncia de conhecimento sobre 8 deveria implicar total desconhecimento sobre qualquer varidvel obtida
pela transformagao de 6.

Para eliminar esse inconveniente com a escolha da uniforme como priori, Jeffreys introduziu uma classe
de distribuigdes que é ao mesmo tempo bastante vaga e invariante a transformagdes um-para-um [4]. A

priori de Jeffreys associada a varidvel 8 é dada por:
p(8) o [1(6)['/2, (1.20)
onde I(0) é a matriz informagao de Fisher [1] de 0, definida por:

(1.21)

96°

onde Ex|g denota o valor esperado da varidvel X|6#. Note que a priori de Jeffreys depende apenas da
verossimilhancga. No caso de modelos invariantes com relagao a escala, como o desvio-padrao da Gaussiana

no modelo linear generalizado, obtém-se a seguinte priori de Jeffreys:

ploy) o L (1.22)

Oy

H4 outras alternativas para a escolha de prioris ndo-informativas. Jaynes [5] propds que o critério de
méxima entropia fosse usado na especificagao da distribuicdo a priori. Bernardo [6] também defende que
a escolha da priori nao-informativa deva ser feita através de critérios baseados na teoria da informacao. Na

maioria dos casos, a distribui¢ao gerada é imprdpria, isto é, sua integral é infinita, como na Equagao (1.22).

1-12



Esse fato nem sempre é um inconveniente, visto que estamos interessados, muitas vezes, na forma da

distribuicao, e nao nos seus valores exatos.

1.5 Simulacao Estatistica através de Monte Carlo por Cadeias

de Markov (MCMCQ)

Embora seja possivel resolver problemas préaticos apenas com os conceitos vistos aqui, em boa parte
das aplicagoes as distribuicoes envolvidas sao multivaridveis e multi-modais para as quais as técnicas
classicas de otimizacao sao inadequadas. Nao raro a modelagem realista de sistemas fisicos exige o
uso de modelos hierdrquicos de vérios niveis, que produzem distribui¢cbes com distribui¢ées de formato
complicado e intrataveis analiticamente. Situagbes assim requerem técnicas numéricas mais sofisticadas,
dentre as quais destacamos o algoritmo EM (Ezpectation-Mazimization), o amostrador de Gibbs e os
algoritmos de Metropolis-Hastings (MH). Esses dois tltimos baseiam-se em Monte Carlo via Cadeias de
Markov (Markov-Chain Monte Carlo, MCMC) [7], uma classe de métodos que consiste no projeto de uma
cadeia de Markov para obtencao de amostras de uma certa distribuicao alvo, as quais sao posteriormente

usadas para obtencao de informacoes de interesse via técnicas de Monte Carlo.

1.6 Técnicas de Monte Carlo

De forma geral, técnicas de Monte Carlo consistem em gerar amostras i.i.d. (independentes e iden-
ticamente distribuidas) de uma certa distribuicdo de interesse, para que possam ser usadas para ob-
ter uma aproximagao de alguma caracteristica da distribuicao. De posse de um conjunto de amostras

X ={zM ... 2™} de uma certa distribui¢io p(z), podemos aproximar uma integral do tipo

1(f) = / f(@)p(e)de (1.23)

por um um somatério:

In() = 5 S5, (1.2

E possivel mostrar que o estimador acima é nao enviesado e, pela lei dos grandes nimeros, converge
para a integral da Equagao (1.23) quase certamente (isto é, com probabilidade 1) quando N tende a
infinito.

Pela Eq. 1.23 vemos que Monte Carlo pode ser usado para calculo numérico de integrais de um
tipo qualquer, bastante para isso escrever o integrando como o produto de uma func¢ao f(x) com outra
uma positiva e de integral unitdria p(x). Se quisermos por exemplo usar Monte Carlo para encontrar

uma aproximagdo para a drea de um circulo de centro em (0,0) e raio 1, podemos considerar p(z)
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uma distribuigdo uniforme no quadrado de vértices (1,1), (1,—1), (—=1,1) e (—1,—1) e f(z) uma fungao
indicadora que retorna 1 se x estiver no interior do circulo e 0 caso contrario. A geragdo de amostras de
p(x) é feita trivialmente com fungoes padronizadas existente nas linguagens de programagao mais usuais.
A avaliagdo de f(x) para um x qualquer também é simples: basta fazer f(z) = 1sez3+a23 > 1e f(z) =0
caso contrario. Gerando N = 1000 amostras de p(x) e calculando o somatério da Eq. 1.24, encontramos

In(f) ~ 3.13988, que aproxima-se notavelmente do valor correto da drea: mr? ~ 3.14159265.

1.7 Cadeias de Markov

Esse dltimo exemplo é um caso fortuito em que a amostragem de p(z) foi simples — distribuigao
uniforme. As técnicas envolvendo cadeias de Markov permitem realizar a tarefa de amostragem em casos
mais gerais e dificeis, de forma indireta. Comegamos considerando cadeias de Markov com espago de

estados discreto e em seguida estenderemos os resultados para o caso continuo.

1.7.1 Conceitos

Uma Cadeia de Markov é um processo aleatério discreto no tempo que apresenta em que o estado atual
da cadeia depende unicamente do estado imediatamente anterior — condi¢ao conhecida como propriedade
de Markov. Mais formalmente, seja X (™ a varidvel aleatéria que representa o estado da cadeia no instante

n e seja S o espaco de estados para as varidveis X (). Entao:
P(XM ¢ A x(n=D) ¢ A=D1 x(©) ¢ AO)) = p(x() ¢ A x (=D ¢ A(n=D)), (1.25)

para quaisquer A . A ¢ g
Se S é um conjunto contavel a cadeia de Markov é dita discreta. Consideremos inicialmente um
espago de estados S = {s1,...,sny}. As probabilidades de transigdo de um estado da cadeia para outro,

no instante n, definem a matriz de transi¢io T, cujo elemento da linha i e da coluna j é dado por:
To(ilf) = P(X™ = 5| X (=1 = 5). (1.26)

Como cada coluna dessa matriz contém a probabilidade associada a cada um dos elementos do espago
amostral, a soma dos elementos em cada coluna é igual a 1. Matrizes com essa propriedade sao chamadas
matrizes estocdsticas [8] e possuem uma série de propriedades importantes para a andlise de algoritmos
baseados em MCMC. Uma delas é a existéncia de pelo menos um autovalor igual a 1. Além disso, no
caso em que todos os elementos de T,, sao maiores que zero — caso em que é sempre possivel passar de
um estado qualquer para outro qualquer —, pode-se mostrar que todos os demais autovalores sao distintos

e menores que 1.
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A distribuicao de probabilidade no instante n, denotada por P, (i), definida para i = {1,..., N}, pode

ser obtida a partir da distribuigdo de probabilidade no instante (n — 1), através de:

N
Pa(i) =Y Tu(ilj) Pa-1(4), (1.27)
j=1
que pode ser escrita vetorialmente como:
P,=T,P, 1, (1.28)

em que P, = [P,(1)... P,(N)]T.
Se T,, é independente de n, dizemos que a cadeia de Markov é homogénea e a matriz de transigao

passa a ser denotada simplesmente por T. Nesse caso, a aplicacdo da Equacao (1.28) n vezes fornece:
P, =T"P,, (1.29)

em que Py é a distribuigao do estado inicial da cadeia.
Para o desenvolvimento de algoritmos MCMC, a Cadeia de Markov deve possuir as duas propriedades

abaixo:

e Irredutibilidade: Partindo de qualquer estado, existir uma probabilidade nao-nula de a cadeia
mover-se para qualquer outro estado em um ntumero finito de passos. Isso equivale a termos
T"(ilj) > 0, para algum n, de forma que a probabilidade de transicio em n passos do estado

s; para o estado s; seja diferente de zero.

e Aperiodicidade: A cadeia nao ficar presa em ciclos.

1.7.2 Distribuigao invariante

Uma distribuigdo é dita invariante (ou estaciondria) se permanece fixa sob a aplicagdo da matriz
de transicdo. No desenvolvimento de algoritmos MCMC, estamos interessados em construir cadeias de
Markov que facam com que uma dada distribuicao seja invariante. Denotando a distribuicao invariante

por 7(i), devemos ter:

(i) = Y T(ilj)m(j). (1.30)

Vetorialmente, podemos escrever w = T, donde vemos que 7 é um autovetor associado ao autovalor
A = 1. Para se determinar 7 unicamente, impoe-se a condi¢ao de que a soma de seus elementos seja igual
al.

Para algoritmos MCMC, é usual impor a condigdo detailed balance para assegurar que uma dada

distribuicao seja invariante. Essa condigao estabelece que a probabilidade de a cadeia passar de um
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estado s; no instante (n — 1) para o estado s; no instante (n) é igual & probabilidade de a transicao

inversa ocorrer, isto é:

m(J)T(ilj) = =(@)T(5]0). (1.31)

Para ver que 7 (i) é distribuigdo invariante, basta somar os dois membros da igualdade acima para
todos os valores possiveis de j, e perceber que o resultado é a Equagdo (1.30). Embora mais restritiva

que a Equagdo (1.30), essa condigdo é mais simples de se impor para algoritmos MCMC.

1.7.3 Ergodicidade

Além de garantir que 7(7) seja a distribuicao invariante desejada, devemos assegurar que P, (i) convirja
para 7(4) quando n tender a infinito, qualquer que seja a distribuigao inicial Py(z). Nesse caso, dizemos
que 7(i) é a distribui¢ao-limite da cadeia.

Essa propriedade é conhecida como ergodicidade. Para uma cadeia de Markov ser ergddica, é necessario
que a cadeia seja aperiddica e irredutivel. No caso discreto, basta termos os autovalores de T todos
distintos, podendo assim escrever a distribuicao inicial usando os autovetores de T como base e em

seguida calcular a expressdo T"Py [9]:

Po=m+cova+ ... +cnvn; (1.32)

P,=T"'Py=m+ CQASVQ + ...+ CN/\R/VN. (133)

Na primeira equacao usamos o fato de que 7 é o autovetor associado ao autovalor 1. Como sabemos

que todos os demais autovalores sao menores que 1, concluimos que:

lim P, = lim T"Py=m. (1.34)

n—oo n—oo

1.7.4 Cadeias de Markov para espago continuo de estados

Para o caso em que o espago de estados S é continuo, as propriedades descritas nas segbes anteriores

sdo expressas através de densidades de probabilidade. A propriedade de Markov é definida por:

p™]z™=D L 2©) = p(z™ | (n=1), (1.35)

)

O niicleo de transi¢io K,(x|y) no instante n é definido por:

K. (zly) = pxm (m|X("_1) =vy), (1.36)

em que px ) (z) denota a densidade de probabilidade da varidvel aleatéria X (n),
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Assim, a distribuicao do estado da cadeia no instante n é dada por:

palz) = / Kl () (1.37)

No caso de a cadeia ser homogénea, K, independe de n e a condigao detailed balance se torna:

/A/BK(:CW)W(y)dyd:cz/B/AK(y|:v)7r(x)d:cdy, (1.38)

para quaisquer conjuntos A e B pertencentes a S.
Como no caso discreto, a condigdo detailed balance é suficiente para que 7(i) seja uma distribuicao
invariante da cadeia de Markov definida por K(i|j). Para garantir que a distribui¢io invariante seja

também a distribuicao-limite, a cadeia deve ser aperiddica e irredutivel.

1.8 Amostrador de Gibbs

O amostrador de Gibbs (Gibbs Sampler) [10] é um caso especial de MCMC, indicado para os casos
em que a distribui¢do conjunta é mais dificil de amostrar do que as condicionais. A técnica consiste em
particionar a varidvel conjunta em diversos componentes (possivelmente multivaridveis) e obter amostras
das distribuigoes condicionais de cada componente, considerando os demais fixos. O processo é repetido
usando os ultimos valores amostrados de cada componente como condicionantes da distribui¢ao dos demais
componentes.

Seja 7(0) a distribuigao conjunta da qual se deseja obter amostras. A varidvel 8 é entao particionada
em k componentes, de tal forma que 6 = {64,...,0;}. A i-ésima iteracao do amostrador de Gibbs pode

Ser expressa Comao:

6\ ~ (6,165, ..., 0071) (1.39)
6 ~ (6,61, ...,00"V) (1.40)
6\ ~1(6,6",....6" ), (1.41)

em que o simbolo ~ indica que a varidvel da esquerda é uma amostra da distribuicao a direita.
Para ver que 7(0) é uma distribuigao invariante em cada operagio acima, vamos calcular a distribuigao

de 0 apos a primeira operagao, definida na Equagao (1.39). Supondo que a distribuicdo da cadeia de
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Markov no final da iteracio (i — 1) é 7(8), isto & p(80™Y) = 7(81~1)), obtemos:

p(0,057D 0y = pel"16y Y, 0l )6, el )
= W(9§i)|9§i’1), e Gl(ci*l))ﬂ(ggifl), o 0](:71))

= x(6,6571, ... 80"y, (1.42)

Logo, a transicao gerada pelo amostrador de Gibbs preserva a distribuigao de 8. O mesmo raciocinio
aplicado as operagoes seguintes indica que, a cada amostragem, a distribuicao resultante permanece igual
a 7(0). Sob condigdes pouco restritivas, mostra-se que a cadeia é ergddica, isto é, apds a convergéncia,

as amostras geradas em cada iteracdo correspondem a amostras da distribuigdo conjunta ().

1.9 Algoritmo de Metropolis-Hastings

Nem sempre as distribui¢ées condicionais necessarias para o amostrador de Gibbs sao faceis de se
obter. Nesses casos, o algoritmo de Metropolis-Hastings (MH), proposto por Nicholas Metropolis em
1953 [11] e generalizado por Hastings em 1970 [12], é mais indicado. A ideia do algoritmo é inicialmente
obter amostras de uma distribuicao auxiliar supostamente mais simples que a distribuicao de interesse,
e em seguida decidir aceitar ou rejeitar essa amostra dependendo de um critério probabilistico, a ser
especificado.

Pelo algoritmo MH, uma amostra x* é obtida a partir de uma distribuigao proposta, designada por
q(z* |x(i)), em que () é o estado atual da cadeia de Markov. Essa amostra é aceita com uma probabilidade

«a dada por:

i) , m(a*)q(z@ 2"
a(z®, z*) = min (1, ﬂ'(sc(l))q(x*kv(l))) . (1.43)

*

Se a amostra gerada for aceita, o novo estado da cadeia é z*T! = x*; em caso contrario, a cadeia

permanece no seu estado atual, isto é, (it = (¥ O nicleo de transicio é dado por:
K@ [20) = g(@ "D [20)a(@?, ) + 6,0 (@) (D), (1.44)
em que

r(z®) = /:I:*GS q(z*|z®) (1 — oz, x*)) dx* (1.45)

é a probabilidade de a cadeia permanecer no estado atual. A expressdo 6, (x(”‘l)) é a funcao impulso
unitario (delta de Dirac) localizada em 2 e aplicada em 2(*t1) | que indica uma distribuicao “concentrada”
em z(9),

Pode-se mostrar que esse niicleo de transi¢do satisfaz a condigao detailed balance, e portanto w(x) é
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uma distribuigdo invariante da cadeia. Para garantir que 7(z) seja também a distribuicdo-limite, temos
que verificar a irredutibilidade e aperiodicidade da cadeia. Como o algoritmo sempre permite a rejeicao,
segue que a cadeia é aperiddica. Para assegurar irredutibilidade, é preciso que o suporte de ¢(-) inclua o
suporte de (-) [13].

A eficiéncia do algoritmo MH depende fundamentalmente da escolha da proposta, q(-). E usual

escolher como proposta uma gaussiana centrada no estado atual, isto é, g(z*|z(™) = N(z*[z(),02I). A

2

2 ¢ crucial. Se ¢(-) é muito estreita, apenas estados préximos ao maximo de ()

escolha da variancia o
sao visitados. Por outro lado, se ¢(-) é muito ampla, o percentual de amostras rejeitadas é muito alto e,
consequentemente, as amostras geradas serao altamente correlacionadas entre si, invalidando a hipétese
de independéncia das amostras, necessaria para a estimagao de Monte Carlo. Para resolver esse problema,

recomenda-se descartar uma fracao das amostras, reduzindo assim a correlagao entre elas, mas, por outro

lado, aumentando o tempo para convergeéncia.

1.10 Analise de convergéncia

Os algoritmos apresentados até agora garantem que os estados da cadeia de Markov sejam amostras
da distribuig@o-limite quando o nimero de iteragoes tende a infinito. Como na prética precisamos usar
um numero finito de iteractes, é importante saber quando a cadeia estd suficientemente proxima da
distribuicao limite para que suas amostras possam ser usadas para estimacao de Monte Carlo.

Muitos trabalhos tem sido desenvolvidos em torno desse problema. Métodos tedricos para diagnéstico
de convergéncia tém sido propostos, mas os resultados tiveram até o momento pouco impacto pratico
[8]. Na maioria das aplicaces, usam-se mais frequentemente métodos informais de convergéncia, que
consistem de andlise estatistica dos dados gerados pela cadeia. Embora simples, essas técnicas nao
permitem garantir a convergéncia de forma geral.

Dentre os métodos informais, trés abordagens podem ser usadas. A primeira baseia-se na realizacao
de n cadeias paralelas. Calcula-se o histograma de n amostras na m-ésima iteracdo e se o compara com
o histograma obtido k iteragdes adiante. Se os histogramas forem bastante similares, considera-se que a
convergéncia foi atingida. O valor de k deve ser grande o bastante para evitar que a correlacao entre os
estados sucessivos da cadeia causem uma falsa impressao de similaridade entre os histogramas. O critério
para comparacao dos histogramas é flexivel, sendo uma possibilidade a divergéncia de Kullback-Leibler.

Outro método baseia-se na construgao de uma tunica cadeia e no calculo da média ergddica das
amostras obtidas. Espera-se que apds a convergéncia, a média se aproxime de um certo valor constante.
Portanto, através da andlise visual do grafico das médias, é possivel diagnosticar a convergéncia.

A terceira técnica consiste na analise visual da evolucdo dos parametros da cadeia. Apds a conver-

géncia, esses parametros devem exibir um padrao constante, que pode ser usado para diagnostica-la.
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Figura 1.4: Evolucao de um parametro de uma cadeia de Markov a partir de diferentes valores iniciais.
Vemos que as amostras tendem a variar na mesma regiao a partir de certo ponto, independente da
inicializacao, evidenciando a convergéncia do algoritmo.

Analisando a Figura 1.4, que mostra a evolugdo de um parametro de uma cadeia de Markov partindo de

pontos iniciais diferentes, podemos concluir que a convergéncia ocorre em torno da iteracao 90.

1.11 Detecao de Simbolos Digitais em Canais Seletivos em Frequén-
cia

Consideremos agora como os conceitos visto até aqui podem nos auxiliar na solugao do recorrente
problema detecao de sinais em sistemas de telecomunicagoes digitais sujeito a um canal ruidoso e seletivo
em frequéncia. Para nos concentrarmos nas ideias centrais evitando complicacoes demasiadas, vamos
nos restringir a transmissao digital BPSK (Binary Phase Shift-Keying), na qual modulacao de fase é
usada para transmitir simbolos bindrios x1, @2, ..., xx, com x € {+1,—1}. Sendo o canal seletivo em
frequéncia, o sinal recebido ¥, é distorcido e pode ser escrito como combinagao linear dos dados enviados

deslocadas no tempo, adicionada ao ruido do canal:

L—1
Yn = Z hTp_ + Un, (1.46)

1=0
em que h = {hy,..., hr} representa a resposta ao impulso do canal de comprimento L — aqui assumido
invariante no tempo — e v = {vy,..., vy} s@o amostras i.i.d de ruido branco gaussiano de média zero e

variancia o2.

Do ponto de vista Bayesiano, o problema consiste em estimar a sequéncia enviada x = {x1,...,zn}
com base no sinal recebido y = {y1,...,yn}, tratando como nuisance o conjunto de paradmetros 8 =
{ho,...,hr,0%}. A solucio do problema comega com a obtencio da distribuicio a posteriori das quantias
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desconhecidas — que no caso inclui os dados x e os parametros nuisance 6. Pelo teorema de Bayes temos

que:
~ plylx,0)p(x]0)p(0)
p(x,0ly) = ) : (1.47)
em que
p(y) = / p(y[x, 0)p(x|0)p(0)p(0)do (1.48)
[S)

e p(x) e p(0) sao as distribuigoes a priori dos dados enviados e dos pardmetros nuisance, respectivamente.
Sendo os simbolos +1 e -1 equiprovaveis, a priori para x é constante para todas as possiveis combinagoes
de sfmbolos enviados. As prioris para h e 02 dependerao do ambiente do canal em questdo (rural ou
urbano, por exemplo), da banda de transmissao, e do nivel esperado de razao sinal-ruido.

Além das prioris, a especificagao da posteriori depende do cédlculo da verossimilhanca. No caso, a

situagao € bem parecida com o modelo linear geral discutido na Secao 1.3 e a verossimilhanca é dada por:

p(Y|Xa 0) = Do (y - HX) ) (1'49)
pvb.0) = e { ooy — BT (y -~ ). (1.50)

Substituindo as prioris e a verossimilhanca em 1.47, a posteriori é obtida. Essa é apenas a primeira
parte do trabalho. O segundo passo € a integracao dos parametros nuisance para a obtencao da distri-

buicao condicional dos dados enviados sendo conhecidos os dados recebidos:

p(xly) = /@ p(x, 0ly)do. (1.51)

Mesmo nessa situacao simplificada com o canal constante e ruido branco, a integral acima nao pode
ser resolvida analiticamente, e os métodos tradicionais de integragao numérica sao inadequadas devido a
alta dimensdo de 6. Outra dificuldade é a estimativa da sequéncia de dados mais provaveis. A solugao
trivial, uma busca exaustiva por todas as 2V sequéncias possiveis, é claramente impraticivel para valores
tipicos de .

Técnicas de MCMC permitem superar essas duas dificuldades. Em particular, o amostrador de Gibbs
realiza numericamente a integral acima de forma indireta, através da amostragem das variaveis em questao
a partir de suas distribuicoes condicionais. O mesmo algoritmo permite reduzir dramaticamente a custo
computacional na estimativa de x se for adotada a amostragem sequencial em blocos de tamanho reduzido.

As operagoes de mais alto nivel do procedimento MCMC estao resumidas no Algoritmo 1, em que
o simbolo ~ denota que a variavel a esquerda é uma amostra da distribuicao a direita. Em seguida,

detalhamos cada uma de suas operagoes do algoritmo.
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Algorithm 1 Algoritmo MCMC para detecao de sinais em canais de comunicagao seletivos em frequéncia.

2(0),

1: Inicializacdo x(©, h(®, &
2: fori=1to Il do

3 x0H) ~ p(xly, h, 02
4 hG+D) ~ p(th,X(”l),af](i))
5 02" o p(oly, x(HD), (D)
6: end for

1.11.1 Amostragem de x

A amostragem direta de x seria impraticavel por exigir o cdlculo de 2V valores associados a cada
sequéncia possivel. Uma maneira de reduzir esse custo é explorar a flexibilidade do amostrador de Gibbs
e realizar essa operacdo em sub-blocos de tamanho reduzido. A ideia é particionar a sequéncia de N
elementos em b blocos de tamanho B de tal forma que x = {x1,X2,...,Xxp}. Em seguida fazemos a
amostragem de cada sub-bloco x; sequencialmente. Na amostragem do sub-bloco x;, os demais blocos
sao considerados conhecidos e iguais aos previamente amostrados. Como cada bloco tem B elementos,
agora a amostragem requer o cilculo das probabilidades condicionais para as 28 subsequéncias possiveis

dentro de um bloco.

Amostragem de h

Para calcularmos a distribuigao condicional de h é conveniente escrever a Eq. 1.46 de uma forma

alternativa explicitando a dependéncia dos dados com o parametro h:

y=Xh+v (1.52)

em que X é formada por elementos de x. Assim, a condicional total de h é dada por:

p(hly,x,07) = p,(y — Xh)p(h) = N(h|m,, Cy), (1.53)

onde m;, = (XTX) X%y e Cj, = o2(XTX) L.

Amostragem de o2

Na discussao sobre eliminacao de paradmetros (Se¢ao 1.4.2) vimos que uma priori do tipo gama inversa
para a variancia o2 gera uma posteriori do mesmo formato com pardmetros modificados. Como no

momento da amostragem de o2, h e x sao conhecidos, podemos usar a férmula da Eq. 1.19 para calcular

2

v

a distribuicao condicional de ¢, apenas substituindo G por X, @ por h e x por y.
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Simulagoes

Vamos ilustrar o algoritmo MCMC numa situagao de canal severamente seletivo em frequéncia e razao
sinal-ruido (SNR) variando numa ampla faixa. Escolhemos o canal de comprimento L = 11 com resposta

ao impulso definida na Fig. 1.5 e variancia do ruido ¢ = 0.1 correspondendo a uma SNR de 10 dB.

0,8 : : 2
Q
0,6}
150
0,4+ e
G
5 2V
0,2} =
0,5
-0,2 : : 0 :
0 5 10 15 0 0,5 1
n

Q (7 rad/amostra)

Figura 1.5: Caracterizagdo dos multi-percursos no canal de comunicac¢do. (a) Resposta ao impulso do
canal. (b) Médulo da resposta em frequéncia do canal.

Amostras de o2

0 20 40 60 80 100
Iteracéo

Figura 1.6: Evolucio da variancia do ruido o2 através do amostrador de Gibbs, para diversas inicializagoes.
A cadeia converge apds poucas dezenas de iteragoes.

0

- . : 0 s .
Inicializamos os pardmetros com x° = sign(y), 03( ) = IG(02|2,1), correspondente & sua priori com
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Figura 1.7: Histogramas de cada elemento dos coeficientes do modelo do canal, gerados a partir pelo
amostrador de Gibbs. As amostras concentram-se em torno do valor correto (em vermelho).

a, = 2e f =1. O algoritmo é executado por 1000 iteracoes partindo de vérios valores iniciais para
o2. A evolucio de 02 ao longo do tempo para as diversas inicializagoes (Fig. 1.6) nos permite concluir
que a cadeia em geral converge apds algumas dezenas de iteragoes. Avaliando as amostras geradas apds
um burn-in de 100 iteragdes, concluimos que o algoritmo estima satisfatoriamente os parametros do
modelo, como pode ser comprovado pelos histogramas da Fig. 1.7. A partir dos valores amostrados para
x podemos facilmente calcular a estimativa de maximo a posteriori para cada simbolo enviado. Nesse
exemplo, a taxa de erro de simbolo foi de 0.0977 %. Em comparagio, um detetor simples que apenas

avalia o sinal (positivo ou negativo) de y para estimar x produziria uma taxa de erro de 15.03 %.

1.12 Conclusao

Neste capitulo vimos os fundamentos de inferéncia Bayesiana e das técnicas de simulagao estatistica,
com enfoque no problema de detecao de sinais em sistemas de comunicagoes. Escolhemos como estudo de
caso um canal invariante no tempo com ruido gaussiano aditivo. Embora simplificado, esse modelo nos
permite entender os principais aspectos da analise Bayesiana, a saber, a escolha das distribuicoes a priori
para os parametros; o cdlculo da distribuigao a posteriori pelo teorema de Bayes, e a solugao numérica do
problema estimacao através do amostrador de Gibbs. Ao contrario de técnicas tradicionais que evitam
a modelagem estatistica, o algoritmo resultante atinge estimativas étimas, ao indiretamente minimizar a
probabilidade de erro de transmissao. Além disso, em relacao aos tradicionais equalizadores adaptativos,
técnicas bayesianas tem a vantagem de produzirem estimadores cegos, pois nao exigem a transmissao de

uma sequéncia piloto treinamento — embora possa se beneficiar dela, se disponivel. A desvantagem dessa
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abordagem estd no maior custo computacional requerido, em virtude das inversdes de matrizes a cada
iteragao e do nimero de iteragoes para convergéncia. Esse ultimo fator, contudo, pode ser largamente
aliviado se adotarmos uma inicializagao favoravel — por exemplo através de uma técnica de estimagao
mais simples aplicada previamente.

Métodos bayesianos associados a técnicas de Markov Chain Monte Carlo tendem a se tornar cada vez
mais ubiquos & medida que aumenta o poder computacional dos processadores. Ao permitir a modelagem
completa e realista de um problema, tais métodos sao atraentes em diversas aplicagdes em engenharia por
oferecer estimativas de incomparavel acuracia. Em particular, sistemas de comunicagao que dependem

crucialmente da confiabilidade na transmissao de dados, tendem a se beneficiar desse paradigma.
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