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RESUMO

MARQUES, Tonara Oliveira. Controle de Sistemas Lineares com Incertezas, Perturbagoes
e Atraso na Saida. 164 f. Dissertacdo (Mestrado em Engenharia Eletronica) - Faculdade

de Engenharia, Universidade do Estado do Rio de Janeiro (UERJ), Rio de Janeiro, 2016.

Nesta Dissertagao sao propostos controladores para sistemas lineares, com reali-
mentacao de estado estimado por observadores, para as variaveis nao medidas, na pre-
senca de atrasos pequenos ou arbitrarios na varidvel de saida mensurada. As estratégias
propostas sao adequadas a quatro diferentes classes de sistemas de controle. No pri-
meiro caso, trata-se sistemas apenas com atraso na saida. No segundo caso, sistemas
com atraso na saida e incertezas paramétricas. No terceiro caso, sistemas com atraso e
perturbagao exdégena. Finalmente sao abordados no quarto caso, sistemas com atraso,
incertezas paramétricas e perturbacao exdgena. Para o atraso arbitrario o estado nao
medido é estimado por observadores em cascata. Para todos os sistemas de controle pro-
postos, sao garantidas as propriedades de estabilidade global exponencial. Simulacoes

ilustram a eficacia dos controladores desenvolvidos.

Palavras-chave: Sistemas com atraso; Sistemas lineares; Realimentacao de estado es-
timado; Observadores de estado; Estabilidade global; Sistemas Incertos; Perturbacoes

exdgenas.



ABSTRACT

MARQUES, Ionara Oliveira. Linear Control Systems with Uncertainties, Disturbances
and Delayed Output. 164 f. Dissertation (Master Degree in Electronic Engineering) -
Faculty of Engineering, University of the State of Rio de Janeiro (UERJ), Rio de Janeiro,
2016.

Control schemes for linear time-delayed systems, with an estimated state feedback
for unmeasured variables with a small and arbitrary delayed output is proposed. The first
proposed control scheme covers a class of delayed output systems. The second scheme is
able to control systems with a delayed output signal along with parametric uncertainties.
In the third case, a control scheme for a delayed output and exogenous disturbance is
proposed. Finally, in the fourth scheme, a system with a delayed output, parametric
uncertainties and exogenous disturbance is modeled. For an arbitrary delay, the unmea-
sured state is estimated by cascaded observers. In all the proposed control systems, the
exponential global stability is guaranteed. Simulations will illustrate the effectiveness of

each approach.

Keywords: Time-Delay systems; Linear systems; Estimated state feedback; State obser-

vers; Global stability; Uncertain Systems; Exogenous disturbances.
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INTRODUCAO

O estudo de sistemas dinamicos com atrasos no tempo tem sido foco de consi-
deravel atencao por parte de varios pesquisadores, que se sentiram atraidos pela busca
de um melhor critério para andlise e solugao de problemas causados pelo atraso (LEE;
LEE, 1999). Dessa forma, o efeito do atraso na estabilidade de sistemas dinamicos é um
problema de interesse continuo dos pesquisadores, uma vez que um pequeno atraso ja
¢ capaz de prejudicar o desempenho de certos sistemas de controle (KOLMANOVSKII;
NICULESCU; GU, 1999) e (RICHARD et al., 1997).

Assim sendo, esta concentracao de esforcos na pesquisa de solugoes de problemas
para sistemas com atraso no tempo, é motivada pelo fato de que os atrasos sao encontrados
em muitos processos reais da engenharia (UTKIN; GULDNER; SHI, 1999), podem ser
responsaveis pelo comprometimento do desempenho do controlador e, até mesmo, podem
levar a instabilidade todo o sistema controlado.

Frequentemente o fenomeno de atraso ¢é relatado como causa de instabilidade e
de baixa eficiéncia em sistemas de controle (HA et al., 2014) e (GU; KHARITONOV;,
CHEN, 2003). No entanto, na literatura é comum a apresentagao de teorias de controle
que desprezam o atraso devido as dificuldades associadas a sua analise.

Em geral, os atrasos ocorrem devido a trés razoes distintas: ou é uma propriedade
intrinseca do sistema ou é consequéncia de uma agao de controle ou advém da introducao
intencional de atrasos no controle do sistema (SIMEAO, 2009). Exemplos de sistemas
com atrasos podem ser encontrados em reatores quimicos, reatores nucleares, controle
de trafego de veiculos, sistemas de teleoperagao, redes de comunicagao de dados (NICU-
LESCU, 2001), o processo de maturacao das células do sangue, modelo da epidemia de
maldria, interagdo neuronal (MACDONALD, 1989), etc. No ambito industrial, podem-
se ressaltar os processos de usinagem, fornos para tratamento térmico de metais e de
reaquecimento (GU; KHARITONOV; CHEN, 2003).

Os sistemas com atraso variavel num intervalo de tempo conhecido tém sido es-
tudados (CHEN; LIU; LU, 2006) de forma que os critérios de estabilidade existentes
sao geralmente classificados em independentes do atraso e dependentes do atraso. A de-
composicao de atraso foi proposta em (FRIDMAN; SHAKED; LIU, 2009) de forma a

demonstrar uma melhoria nos limites maximos de atraso permitidos para um sistema de
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controle.

O método de desigualdade dupla-integral foi proposto em (JEONG; PARK; HIM,
2012) para melhorar o conservadorismo na estabilidade de sistemas. No entanto, o método
pode levar a um aumento na complexidade computacional, uma vez que algumas variaveis
indesejaveis podem ser introduzidas ao sistema.

Os sistemas com atraso no tempo sao também denominados sistemas com tempo
morto ou de efeito retardado ou equagoes de diferenga diferenciais ( Differential-Difference
FEquations - DDE). Eles pertencem a uma classe de equagdes diferenciais funcionais
(Functional Differential Equations - FDE) que sao de dimensao infinita, ao contrario de
equagoes diferenciais ordindrias (Ordinary Differential Equations - ODE) que possuem
dimensao finita, o que dificulta ainda mais sua resolucao e estudo (RICHARD, 2003).

Dessa forma, segundo (RIBEIRO, 2006) ha os seguintes motivos para se estudar

sistemas com atraso:

1. Sistemas com atraso sao motivo de interesse de pesquisadores e engenheiros que ne-
cessitam que os modelos desenvolvidos se comportem mais préximo do real possivel.
Muitos processos incluem fenémenos com atraso no tempo na dinamica interna deles.
Por exemplo, (RICHARD et al., 1997) d4 exemplos de atraso em biologia, quimica,
economia, mecanica, fisica, onde atuadores, sensores, redes de campo podem intro-
duzir tal atraso. Entao, o interesse em sistemas com atraso continua crescendo em

todas as areas cientificas especialmente em engenharia de controle.

2. Sistemas com atraso ainda nao apresentam bom desempenho quando sao usados
muitos controladores cldssicos. No entanto, ignorar os efeitos representados pelas
FDFE nao é uma alternativa geral e pode levar a resultados desastrosos em termos

de estabilidade e oscilagoes.

3. Apesar de sua complexidade, sistemas com atraso frequentemente aparecem como
simples modelos de dimensao infinita na area mais complexa de equagoes diferenciais
parciais (Parcial Differential Equations - PDE), como mencionado em (KOLMA-
NOVSKII; MYSHKIS, 1999).

4. Normalmente, a presenca de atrasos no modelo do sistema é conhecida por cau-

sar diversos efeitos indesejados, como a perda de desempenho e a instabilidade do
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sistema. Porém, em condigoes especiais, o atraso pode ser introduzido de forma pro-
positada no sistema em malha fechada de modo a beneficiar o controle ao auxiliar
o amortecimento e na estabilizagao do sistema, como utilizado em em (SEURET et
al., 2009). Assim, o estudo do comportamento e da estabilidade do sistema com a

presenca de atraso torna-se essencial.

Os sistemas de controle modernos geralmente possuem perturbacoes e limitacoes
nas medigoes que podem estar relacionadas entre si de uma forma complexa. Sendo assim,
para analisar tais sistemas, ¢ essencial reduzir a complexidade das expressoes matematicas,
bem como recorrer aos computadores que podem auxiliar no projeto e simulacao. Assim,
com o objetivo de estabilizar sistemas com a presenca de atraso, muitas sao as técnicas
de controle que podem ser adequadas, tais como: realimentacao, observadores de estado,
controle adaptativo e robusto, controle a estrutura variavel, inteligéncia artificial, etc.
(GHIGGI, 2008)

Contudo, um desafio para a engenharia de controle é modelar e controlar tais
sistemas modernos e complexos. Dessa forma, o enfoque de variaveis de estado foi o
método escolhido para analisar sistemas lineares incertos, com perturbacoes e atrasos

presentes nesta Dissertagao.

Sistemas Lineares com Atraso

No caso de sistemas lineares estaveis, com parametros e atraso conhecidos, uma
solugdo para a compensagao do atraso é o uso de Preditor de Smith (SMITH, 1957),
conforme descrito em (MAJHI; ATHERTON, 1998).

Na bibliografia recente de sistemas lineares com atraso, nota-se que a descrigao
do problema em termos de desigualdades matriciais lineares (Linear Matrixz Inequalities -
LMT) tem sido uma das abordagens mais empregadas para a andlise e sintese de controla-
dores para sistemas com atraso. Por exemplo, os resultados apresentados por (FRIDMAN,
2001) e (FRIDMAN; SHAKED, 2003) utilizam uma representagao da dinamica do sistema
através de modelos de sistemas com atraso.

O uso de observadores de estado, conforme citado em (QIANG; XTAOHONG;
YANG, 2008) e (BEKIARIS-LIBERIS; KRSTIC, 2012). Entretanto, para sistemas com
grandes atrasos de transporte ou quando o atraso é superior a taxa de amostragem dos

sinais, estes sistemas podem possuir uma dimensao muito grande o que pode dificultar
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sua analise. Assim, aumenta a complexidade ou até mesmo impossibilita a utilizacao de
técnicas de controle desses sistemas. Assim, de forma a atenuar o efeito de um atraso
arbitrario foram desenvolvidos observadores em cascata conforme abordado por (DRA-
KUNOV et al., 1990a, 1990b) cuja ideia é projetar um controlador para gerar o sinal de
controle desejado e outro controlador para garantir que o sinal de controle real (medido)
seja igual ao desejado, conforme utilizado por (AHMED-ALI; CHERRIER; LAMNABHI-
LAGARRIGUE, 2012) e (COUTINHO; OLIVEIRA; CUNHA, 2014).

Estimacao do Estado em Sistemas com Sinais Atrasados

A denominada teoria moderna de projeto de controle linear baseia-se no conheci-
mento do estado do sistema (CHEN, 1999). Entretanto, muitas vezes s6 é possivel medir
parte das variaveis de estado devido a aspectos técnicos ou econdmicos, como por exemplo,
limitagao da localizacao dos sensores ou o custo de sua aquisicao. Dessa forma, o uso de
observadores de estado é uma alternativa para o problema do atraso no estado, conforme
desenvolvido em (YAN; SPURGEON; EDWARDS, 2010) e (COUTINHO; OLIVEIRA;
CUNHA, 2012).

A estimativa de estado em sistemas dinamicos com base na medicao da saida
atrasada ¢ um problema importante em muitas aplicagoes de engenharia. Por exemplo,
quando o sistema é controlado ou monitorado por um dispositivo remoto por meio de um
canal de comunicagao, ou quando o processo de medicao faz com que intrinsecamente um
atraso no tempo seja significante, como em reatores bioquimicos, mencionados em (CA-
CACE; GERMANI; MANES, 2014). Por esta razao, a presenga de atrasos nas equagoes
dos sistemas ou nas variaveis de medicao para a obtencao de observadores recebe cada
vez mais atencao.

Observadores de estado para sistemas com atrasos de tempo na equacao de estado
e na equacao de saida tém sido estudados por diversos autores, como (HOU; PATTON;
ZITEK, 2002) e (TRINH; ALDEEN; NAHAVANDI, 2004). Dessa forma, utiliza-se nesta
Dissertagao um sistema linear com realimentacao de saida baseado em um observador
de estado para estimar o estado atual através de um observador e construir o sinal de
controle por meio da realimentacao do estado estimado.

Assim, a presenca do atraso e incerteza nos parametros da planta sao frequente-

mente a causa de instabilidade e baixo desempenho dos sistemas de controle. Por isso,



18

hé um crescente interesse no estudo de sistemas incertos com atraso (LIU; ZINOBER,;

SHTESSEL, 2009).

Controle de Sistemas Incertos

As abordagens para sistemas com incertezas paramétricas consideram uma com-
pensacao para o atraso, como a abordagem de sistemas com incertezas limitadas em
norma, (FRIDMAN; ACOSTA; POLYAKOV, 2001) e (REES; ZHONG, 2004).

Em (RIBEIRO et al., 2006), (LOUKIANOV et al., 2006) e (COUTINHO; OLI-
VEIRA; CUNHA, 2013) aplica-se a teoria de modos deslizantes em sistemas incertos com
atraso no estado. Sistemas baseados em LMI que garantam a estabilidade robusta para
sistemas incerto, foram os métodos mais utilizados, conforme (HUI; KONG; ZHANG,
2015) e (HUT et al., 2015). No entanto, sistemas com incertezas paramétricas e a pre-
senca do atraso arbitrario na saida dificulta a convergéncia do valor estimado das variaveis

para o valor real e, consequentemente, o controle do sistema.

Controle de Sistemas com Perturbacgoes

A eliminacao dos efeitos das perturbacoes presentes em sistemas é critica no estudo
de sistemas de controle com atraso, conforme desenvolvido por (CHEN; CHEN, 2010).
Além do mais, a presenca do atraso em sistemas incertos e com a presenca de perturbagoes
torna o controle ainda mais dificil, visto que o observador deve prover o estado atual de um
sistema incerto e perturbado para o controlador a partir de sinais atrasados. Dessa forma,
os controladores projetados devem ser capazes de apresentar um desempenho satisfatorio,
mesmo perante condi¢oes adversas, conforme (LECHAPPE et al., 2015).

Alguns trabalhos conseguiram no entanto rejeitar as perturbacoes. Conforme
(DOREA; MILANI, 2003; POLYAKOV; POZNYAK, 2011; POLYAKOV, 2012), onde
foi obtida uma solucao e a parametrizacao de todos os controladores que resolvem o Pro-
blema de Rejeigao de Perturbagoes (Disturbance Decoupling Problem - DDP) para uma

classe particular de sistemas lineares com atraso.
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Objetivo

O problema de estabilizagao do sistemas com atraso de tempo tem sido uma das
areas de pesquisa mais populares nos sistemas de controle ao longo dos anos. Muitos
artigos e trabalhos sobre o assunto tém sido publicados e varias solucoes de abordagens
para lidar com sistemas com a presenca de atraso de tempo tém sido apresentadas. No
entanto, ainda existe espaco para mais melhorias.

Assim, motivado pela discussao acima, os principais objetivos desta Dissertacao
sao desenvolver e analisar algoritmos de controle baseados em realimentagao de estado
estimado para sistemas lineares com uma entrada e uma saida (single-input-single-output
- SISO) parametros incertos, perturbagoes externas e sinais de saida arbitrariamente
atrasados. A estabilidade do sistema perante estas incertezas paramétricas presentes
na planta sao tratadas baseado no Teorema de Pequenos Ganhos, onde determina-se os
valores das incertezas, de forma a garantir a estabilizacao global do sistema.

Apesar do sistema considerado ser SISO e com parametros conhecidos, os resul-
tados obtidos com o desenvolvimento deste controlador possuem grande relevancia, visto
que sistemas com atraso na saida sao bem mais dificeis de se controlar do que aqueles

com atraso no estado.

Organizacao desta Dissertacao

No Capitulo 1 sao apresentadas defini¢coes e conceitos preliminares, com énfase
em sistemas com atraso, bem como a técnica de andlise da estabilidade de sistemas com
atraso utilizada na Dissertacao.

No Capitulo 2 sao revisados os conceitos basicos de sistemas de controle baseados
na realimentacao do estado estimado por observador.

No Capitulo 3 é proposto um controlador com realimentagao de saida baseado
na realimentagao do estado estimado para sistemas com saida com atraso pequeno ou
arbitrario.

No Capitulo 4 é proposto um controlador com realimentagao de saida baseado
na realimentagao do estado estimado para sistemas com saida com atraso pequeno ou
arbitrario e a presenca de incertezas paramétricas.

No Capitulo 5 é proposto um controlador com realimentagao de saida baseado
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na realimentagao do estado estimado para sistemas com saida com atraso pequeno ou
arbitrario e a presenca de perturbacgoes exdgenas.

No Capitulo 6 é proposto um controlador com realimentagao de saida baseado
na realimentagao do estado estimado para sistemas com saida com atraso pequeno ou
arbitrario, incertezas paramétricas e perturbacoes exogenas.

O trabalho sera finalizado com as conclusdes, discussao das contribuigoes, bem

como as perspectivas para estudos futuros.
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1 PRELIMINARES

Revisam-se neste Capitulo alguns conceitos fundamentais para o desenvolvimento

dos algoritmos de controle nesta Dissertacao.

1.1 Notagoes e Terminologia
Serao usados os conceitos e terminologias descritos a seguir:

e R é o0 conjunto dos niimeros reais.
e C é o conjunto dos niimeros complexos.

e Considere as formas quadraticas 27 Az,z € R" ¢ A € R™ " com sinal definido,

conforme (IOANNOU; SUN, 1996):

A > 0 : denota matriz A positiva definida;
A <0 : denota matriz A negativa definida;
A >0 : denota matriz A positiva semidefinida;

A <0 : denota matriz A negativa semidefinida.

e A matriz AT denota a matriz transposta de A .

A matriz I,, € R"*" é a matriz identidade.

Os autovalores méaximo e minimo da matriz A sdo representados por Apa.x(A4) =
max{R[A[A]]} e Anuin(4A) = min{R[A[A]]} , respectivamente, onde aqui A[A] é o

conjunto de autovalores da matriz A.

e A norma Euclidiana de um vetor z e a correspondente norma induzida de uma

matriz A sdo denotadas por ||z||e|| Al , respectivamente.

e A norma L., de um sinal x : R, — R™ é definida como:

|2 (#)lleo = sup [lz(£)]] (1.1)
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e Para qualquer p € [1,00), f : R — R pertence a £,, se f é localmente integrével

Vt € [0,+00] e [|f(t)[Pdt < 400. Assim sendo, tem-se:
0

400 P
I, = | [ 1sora (12)
0
e Seja a norma:
+o0
1A = / h(D)dt > [|h] (1.3)

entdo a norma induzida de uma convolugao dada por (ISIDORI, 1999):

1P * ulle < [IAllallullec, VU € Lo (1.4)

A norma da convolucao que ||h * wu|s pode ser arbitrariamente préxima de

|A]|1lle||oo caso o sinal de u seja escolhido apropriadamente.

1.2 Estabilidade de Sistemas sem Atraso

Considere o seguinte sistema nao-linear:

() = f(t,z),
z(ty) = xo, (1.5)

onde f : Rt x R* — R" é localmente Lipschitz com f(0,0) = 0. Convém relembrar
aqui que qualquer ponto de equilibrio pode ser deslocado para a origem por meio de uma
mudanca de varidveis (KHALIL, 2002). Assim, por conveniéncia considera-se a origem
x =0 como o ponto de equilibrio do sistema (1.5) em t = 0s. Portanto é possivel afirmar

que:

f(t,0)=0, Vt>0. (1.6)

Entao, pode-se enunciar a seguinte definicao de estabilidade segundo KHALIL2002:
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Definigao 1 (KHALIL, 2002, Secao 4.1): Um ponto de equilibrio x = 0 do sistema
(1.5) &

e FEstdvel se, para todo € > 0 existe § = d(e) > 0, tal que:

lz(to)|l < 6= |lzt)| <€ V¥t >t (1.7)

e Uniformemente estdvel se, para cada ¢ > 0 existe um 0 = d(e) > 0, independente

de tp, tal que a condicao (1.7) seja satisfeita.
e [nstavel se nao é estavel.

o Assintoticamente estével se for estdvel e se existe uma constante positiva ¢ = ¢(ty)

tal que x(t) — +0 quando ¢t — +o0, para todo ||z(to)|| < c.

e Uniformemente assintoticamente estdavel se for uniformemente estavel e se existe
uma constante positiva ¢, independente de ¢y, tal que para todo ||z(to)]| < ¢, x(t) —
+0 quando t — +o0, uniformemente em t;. Ou seja, para cada n > 0, existe um

T =T(n) > 0 tal que:

[zl <n, VE=to+T(n), Viz(t)l <c. (1.8)

e Globalmente uniformemente assintoticamente estdvel se for uniformemente estavel,
com 0(¢€) escolhido de maneira a satisfazer lim d(€) = oo e para cada par de nimeros
e—0

positivos 7 e ¢ existe T' = T'(n, ¢), tal que:

le@I <n, Vt=to+T(n,c), Vo)l <ec. (1.9)

As definigbes acima admitem implicitamente que a solugao z(t) estd definida para

todo t > t.

As classes de funcoes K, K, £ e KL sao extensivamente utilizadas para introduzir
conceitos de estabilidade nos trabalhos de (SONTAG; WANG, 1995, Apéndice B). Nesta
Dissertacao, as classes K e KL serao utilizadas na andlise de estabilidade do controlador

proposto. Paras as proximas definigoes, considere (KHALIL, 2002, Secao 4.4):
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Classe de Funcoes K e K,

Uma funcdo ¢ : [0,a) — R, pertence a classe K, denotada por ¢ € K, se verifica
as duas propriedades ¢(0) = 0 e ¢(.) nao decresce no intervalo de defini¢ao. Além disso,

se a = 400 e ¢(r) = +oo quando r — +oo , entdo ¢(r) é dita de classe Ko .

Classe de Funcoes KL

Uma fungao S : [0,a) — R pertence a classe KL, denotada por § € KL, se: para
cada s fixo, 5(r, s) é de classe K com respeito a r e, para cada r fixado, 5(r, s) descresce

com respeito a s. Além disso 5(-,s) — 0 quando s — +oc.

Definigao 2 (KHALIL, 2002, Secao 4.4): Considerando as fungoes de classe K e
KL, o ponto de equilibrio x = 0 do sistema (1.5) é:

e Uniformemente estdvel se e somente se existem uma funcao a de classe K e uma

constante positiva ¢, independente de ¢, tais que:

le@)] < alllz(t)ll) , VE =t =0, V()] < e (1.10)

o Assintoticamente uniformemente estdvel se e somente se existem uma funcao [ de

classe KL e uma constante positiva ¢, independente de %y, tais que:

lz@) < B(lx(to)ll,t —to) , Yt =1to =0, V]z(to)l| < c. (1.11)

e Globalmente assintoticamente uniformemente estdvel se e somente se a condicao

(1.11) for satisfeita para qualquer estado inicial z(ty).

Definicao 3 (KHALIL, 2002, Secao 4.5): O ponto de equilibrio x = 0 do sistema
(1.5) é:

e Fxponencialmente estdvel se existem constantes positivas ¢, k e A tais que:

lz(t)|| < k||lz(to)|le 20 vt >t >0, V||z(to)]| < c. (1.12)
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e Globalmente exponencialmente estdvel se a condi¢ao (1.12) for satisfeita para qual-
quer estado inicial z(tp).

Agora, para as definigoes a seguir, considere o seguinte sistema nao-linear, com

estado x, entrada u e saida y da forma:

y = h(z), (1.13)

noqual z € R", u e R", y e RPe f: R x R" x R™ — R" é localmente Lipschitz e
f£(0,0,0) =0, h : R — RP é continua e h(0) = 0. A entrada u(-) : [0,00) — R™ ¢é um
mapeamento mensuravel e localmente essencialmente limitado (u € L4). A solucdo de-
finida em algum intervalo méximo de existéncia [0, tyax(2o, u)) é denotada por x(t, xg, u)

para cada condicao inicial xg e entrada wu.

Definicao 4 (KHALIL, 2002, Secao 4.9): O sistema (1.13) é dito ser estdvel da
entrada para o estado (Input-to-State Stable - 1SS), se existirem 5 € KL e v € K (também
referido como ganho-ISS), tais que Vxy € R, Vu € Lo e Vt € [0, tmax):

[l (t, o, )| < B(llzoll, #) + ([[u(t)lloo)- (1.14)

Definicao 5 (KHALIL, 2002, Secao 5.2): O sistema (1.13) é estavel da entrada
para a saida e para o estado (input- output-to-state stable - 10SS), se existirem 5 € KL
e 71,72 € K, tais que para todo xg, u € L) € Vt € [0, tmax):

[ (t, zo, u)|l < B(llzoll, £) +n(lu)lloo) + y2llu()]oe)- (1.15)

1.3 Teorema de Pequenos Ganhos

A seguir sera apresentado o Teorema de Pequenos Ganhos enunciado por (ISI-
DORI, 1999, Secao 10.6). Sao considerados os sistemas interconectados conforme a

Figura 1:

o = fi(zr,22), (1.16)
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Ty = f2($1,$2,u), (1-17)

nos quais r; € R™ xo € R™, u € R™, f1(0,0) =0 e f5(0,0,0) = 0.

X1

— X7 =f; (x1.%)

A

X2 =f2 (X7 ,X2,U) u

A

Figura 1 - Diagrama de blocos de dois subsistemas interconectados.

No sistema (1.16) , 1 é o estado interno e x5 é a entrada do subsistema. Do mesmo
modo, no sistema (1.17) , x5 é o estado interno, x; e u sdo as entradas do subsistema.

Assim sendo, a relacao de estabilidade entrada-saida para o sistema (1.16) é equi-
valente a existéncia de duas fungdes o1 () e 71(+) de classe K de tal modo que a resposta

x1(+) para qualquer entrada xo(-) € L2 satisfacam as desigualdades:

1)l < maxtor (21 (0) ), n(l2a() )], ¥ E>0, (118)
lim [l (O)]] < o (Jim [lza(0)]) (1.19)

onde x1(0) é a condicao inicial de ;.
De forma similar, a estabilidade entrada-saida para o sistema (1.17) é equivalente
a existéncia de duas fungoes yo2(+) e 72(+) de classe K de tal modo que a resposta zs(+)

para qualquer entrada z;(-) € £2? satisfacam as desigualdades:

Jea(0)]l < maxioe(la2(0)) w2l (Vo) L wlul) o), V20, (1.20)
Tim flaa(6)]l < 92 (Jim fla1(8)]), i ()], (1.21)

onde x2(0) é a condicao inicial de xs.
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Dessa forma a composigao das fungdes 7, (-)y2(+) ¢ tal que:
)] <r, VYr>0. (1.22)

Conclui-se que o sistema completo realimentado é ISS (input-to-stable). Este re-
sultado é usualmente denominado Teorema de Pequenos Ganhos.

Dessa forma, se a condi¢ao (1.22) é satisfeita, o sistema formado pelas equagoes
(1.16) e (1.17) com estado = = (z1, z2) serd estavel se existirem as fungoes vo(-), 7() e a

entrada u de uma funcao classe IC de forma que satisfacam as desigualdades:

Yo(r) = max {2701, 2702, 271 © Y02(7), 272 0 Y01 (1) } , (1.23)

v(r) = max {2y 0yu(r),27.(r)},

de forma que a resposta x(t) para qualquer entrada u(-) € L7 é limitada e

[()lse < max {3 ([[(0)[]), y(llu()ll)} (1.24)

. < .
lim [lz(®)]] < (fim sup u(®)])

IN

onde z(0) ¢é a condigao inicial de z.

1.4 Estabilidade de Sistemas com Atraso

A seguir sao resumidos conceitos basicos para sistemas com atraso utilizados nesta
Dissertacao.

A evolucao de um sistema com atraso depende nao somente de seu estado atual,
mas também de seu passado. Para representar esta relagao de causa e efeito, sao utilizadas
as equagoes diferenciais funcionais (Functional Differential Equations - FDE). Portanto,
considere a seguinte notacgao para equagoes diferenciais funcionais de sistemas com atraso

(GU; KHARITONOV; CHEN, 2003, Segao 1.3).

p(t) = f(t 2, (1.25)

onde z(t) € R", f : R x C — R",C = C([—d,0],R") , d é um nimero real positivo que

representa o atraso e x; é o estado atrasado, ou seja, € uma funcao continua no intervalo
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de tempo (t — d, t).

1.4.1 Condicao Inicial

Devido a presenca do atraso, a solucao do sistema (1.25) ndo pode ser unicamente
determinada a partir dos valores das variaveis de estado do sistema no instante inicial
t = ty. Desta maneira, a solucao a partir de um instante inicial ¢3 é caracterizada pelo
conhecimento dos valores assumidos pelo vetor de estado x(t) no intervalo de tempo

[to — d, to]. Logo, a condigao inicial deixa de ser um ponto no espago R™ para ser uma

fungao nesse espago dada por (GU; KHARITONOV; CHEN, 2003; GHIGGI, 2008):

w(to +0) = 20(0), 0 € [—d, 0], (1.26)

na qual zy : [—d,0] — R™ é uma fun¢ao continua.

1.4.2 Conceito de Estabilidade

Conforme definido em (GU; KHARITONOV; CHEN, 2003, Secao 1.4), a estabi-

lidade do sistema é afetada quando o comportamento da trajetéria de z(t) desvia de

y(t).

Assim, define-se :

[¢]le =: max {|o(0)] (1.27)

—r<6<0

conforme (GU; KHARITONOV; CHEN, 2003, Secao 1.2).
Dessa forma, considere x(t) = 0 como solugdo trivial do sistema (1.25), tal que

seja:

e FEstdvel se para qualquer tg € R e qualquer € > 0 existe um ¢ = §(tg, €) > 0 de forma

que ||z¢,||e < ¢ implica em ||z(t)]| < € para t > .

e Assintoticamente Fstdvel se for estdvel para qualquer to € R e € > 0 existe um

do = a(to, €) > 0 de forma que ||xy,||. < 0, implica em tlim z(t) = 0.
—00

e Uniformemente Estdvel se for estdvel para qualquer §(to, €) escolhido, independente

de to .
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e Uniformemente Assintoticamente Estavel se for uniformemente estdvel para qual-
quer §, > 0 de forma que para qualquer n > 0 existe um 7" = T(d,,n) onde

|e,|le < & implica em ||z(t)|| < n parat >ty + T ety € R.

e Globalmente Assintoticamente FEstdvel se for assintoticamente estdvel e é, possa ser

arbitrariamente grande.

1.5 Lemas de Estabilidade Exponencial de Sistemas com Atraso

Nesta secao serao apresentado os lemas desenvolvidos a partir de resultados ob-
tidos por (NICULESCU et al., 1998), onde sdo demonstradas condigdes suficientes de

estabilidade exponencial para o sistema com atraso:
©(t) = Azx(t)— Agz(t—d),t>0, (1.28)

z € R", d >0 é um atraso constante ¢ a condigao inicial é z(t) = ¢(t),Vt € [—d, 0].

Assim, os principais resultados sao enunciados nos Lemas a seguir:

Lema 1.1 Considere o sistema (1.28) assumindo-se que a matriz dinamica A seja Hurwitz

tal que a desiqualdade:
le]] < ka e, V>0, (1.29)

seja satisfeita para ka > 1 e ng > 0 conhecidos.

Para um atraso d constante, se a desigualdade
k
A Aqll < 1, (1.30)
nA

for satisfeita, entdo, 3 M > 1 tal que a solu¢ao x(t) da equacao (1.28) satisfaz a desi-
gualdade:

=) < M sup (||6(0)]]) e-5Y), v >0, (1.31)

—d<6<0
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onde o0 > 0 € a unica solugao positiva da equagao transcendental:

ka
1—— = —||Ayl| €°. 1.32
= By (132

Lema 1.2 Considere o sistema (1.28) assumindo-se que a matriz (A — Aq) seja Hurwitz

tal que a desiqualdade:
e A || < ke vE>0, (1.33)

seja satisfeita para k > 1 e n > 0 conhecidos.

Para um atraso d constante que satisfaca a desigualdade
k 2
i (1 AaAll + 1 Agl)) <1, (1.34)
for satisfeita, entdo, 3 M > 1 tal que a solu¢ao x(t) da equacao (1.28) satisfaz a desi-
gualdade:

—ot
d

J#()]l < M sup sup(o(6)]) (58, vt >0, (1.35)

onde o > 0 € a unica solucao positiva da equacgao transcendental:

o k o

1= 2 = 5 (1) aal + i (1.36)

Dessa forma, é possivel afirmar que a equagao (1.28) serd robustamente exponen-

cialmente estavel com uma taza de decaimento %.

As provas dos Lemas 1.1 e 1.2 sedo apresentadas em (NICULESCU et al., 1998,

Teoremas 1 e 2), repectivamente.

O Lema 1.1 exige que a matriz A do sistema sem controle ja seja estavel. Ja o
Lema 1.2 exige que o sistema de controle incluindo a realimentagao de estado atrasado
seja estavel. Dessa forma, por conveniéncia serao utilizados os resultados apresentados no

Lema 1.2 para a andlise de estabilidade de sistemas desenvolvidos nos proximos capitulos.
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2 CONTROLE DE SISTEMAS LINEARES

Neste Capitulo apresentam-se as metodologias que servem de motivagao e de base
para o desenvolvimento do trabalho a respeito da estabilizacao de sistemas lineares com
saida atrasada, estado nao medido e perturbagao exdgena a serem estimados por obser-
vadores.

As condigoes para andlise de estabilidade podem ser formuladas no dominio do
tempo ou no dominio da frequéncia, mas sobretudo devem ser eficientes e numericamente
trataveis. Para atender a esses requisitos apresentam-se os passos para o projeto dos

controladores e a analise de estabilidade.

2.1 Realimentacao de Estado

A representacao por espaco de estados é um modelo matematico conveniente, pois
apresenta o modelo contendo o vetor de estado da planta. Considere o sistema SISO,

linear e invariante no tempo descrito pela equagao de estado:

©(t) = Ax(t)+ Bu(t),

y(t) = Calb) (2.1)

no qual z(t) € R™ é o estado, u(t) € R é o sinal de entrada, y(t) € R é o sinal de saida,

A, B e C sao matrizes reais e constantes:

O controle por realimentacao de estado exige que todas as variaveis de estado do
sistema estejam disponiveis para serem realimentadas.
Usando realimentagao de estado, cada variavel de estado é multiplicada por um

ganho e realimentada para o canal de entrada, de forma que:
u(t) = —Kx(t), (2.2)

na qual K = [k, ky ... kn] € R™™ ¢ o vetor de ganhos constates da realimentagao de

estado.
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Aplicando-se (2.2) em (2.1), tem-se:

#(t) = Ax(t) — BKx(t) = (A— BK)a(t),
y(t) = Cx(t) (2.3)

Conforme definido por (MICHIELS; NICULESCU, Paris, 2007), se o par (A, B)
for estabilizavel, entao pode ser escolhido uma matriz K tal que o sistema (A — BK) seja

estavel.

2.2 Observador de Estado

Em sistemas de controle baseados na realimentacao de estado, é desejavel que
todas as varidveis de estado estejam disponiveis para realimentacao. Na pratica, porém,
pode ocorrer que nem todas as variaveis de estado estejam disponiveis, sendo necessaria
a utilizacao de um sistema conhecido como observador de estados, capaz de estimar as
variaveis de estado de forma indireta do modelo estudado (OGATA, 2011).

Conforme discutido em (CHEN, 1999) e (LEVINE, 1996) existem basicamente,

duas estruturas para a implementacao de um observador de estados:

e Observador de estado de ordem completa, que é capaz de estimar (observar) todas
as variaveis de estado do sistema, independentemente se algumas dessas variaveis

estiverem disponiveis para medicao direta.

e Observador de estado de ordem reduzida, que ird apenas estimar as variaveis de
estado nao medidas, dispensando a estimacao das variaveis que sao diretamente

medidas.

O observador de estado de ordem completa tradicional é uma réplica do modelo
dinamico da planta, a menos de um termo que incorpora o erro de observacao de saida
para estabilizar a equacao do erro de estimagao, para compensar as eventuais incertezas
na matriz dinamica A, na matriz de distribuicao de controle B e o erro inicial entre o
estado da planta e o estado estimado pelo observador. O erro de observacao é o resultado
da diferenca entre a saida medida do sistema e a saida estimada pelo observador de estado.

Sendo assim, seguindo o sistema original apresentado pela equagao (2.1) é possivel
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descrever as seguintes equagoes para o observador de estado:

2(t) = A#(t)+ Bu(t) + Lly(t) — §(t)],

y(t) = Cz(t), (2.4)

no qual & € R" o estado do observador por que estimativa z(t) e L € R"*! ¢ o vetor de
ganhos constantes do observador dado por LT = Iy Iy .. l,|- A priori as matrizes
reais A, B e (' sao as mesmas do modelo da planta.

Uma planta linear é dita observavel se o seu estado inicial z(ty) pode ser determi-
nado para uma condi¢ao de entrada nula, unicamente a partir do conhecimento da sua

saida a partir do instante ¢y, até um instante considerado posterior.

2.2.1 Equacgoes dos Erros

Nesta Dissertacao serao utilizados sistemas com realimentagao de estado e obser-

vador, conforme representado na Figura 2 (CHEN, 1999) :

Planta — T i
u(t) 70,

-K 1 B (sl-A) C
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OEe;a(Er 77777777777 T
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|

Figura 2 - Diagrama de blocos do sistema com realimentacao e observador de estado.

O erro de estimacao é a diferenca entre o estado real e o estado estimado pelo
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observador (CHEN, 1999):

de onde se obtém:
:%(t) = @(t) — i(t) (2.6)

Dessa forma ¢é possivel calcular o erro de estimacao baseado nas equagoes (2.1) e

(2.4) apresentadas para a planta e observador de estado, respectivamente. Assim, tem-se:

(t) = Az(t) — LCE(t), (2.7)
que pode ser reduzida a:
= (A—LC)%(t). (2.8)

Uma vez que o sistema (2.1) seja observavel, é possivel atribuir arbitrariamente os
autovalores de (A — LC'), entdo é possivel fazer com que o erro & convirja para a origem,

ou equivalentemente, o estado estimado se aproximara do estado real.

2.3 Realimentacao de Estado Estimado

Uma das formas de controle por realimentacao de saida consiste em utilizar as
variaveis medidas para estimar o estado por meio de um observador e construir o sinal
de controle através de uma realimentagdo do estado estimado (SUBBARAO; MURA-
LIDHAR, 2009).

Assim sendo, se #(t) é uma estimativa de x(¢), entdo na realimentagao de estado

estimado utiliza-se:
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Dessa forma, considere a equacao (2.1) realimentada por (2.9):

(t) = Ax(t) — BKi(t),
y(t) = Cz(t). (2.10)

Da equagao (2.5) sabemos que: #(t) = z(t) — Z(t). Assim, a equacdo do estado

(2.10) se torna:

#(t) = Ax(t)— BK[a(t) — #(t)], (2.11)
que pode ser reduzida :

#(t) = (A— BK)a(t)+ BKi(t). (2.12)

Assim sendo, se o par A e B for controldavel é possivel posicionar arbitrariamente
os autovalores de malha fechada, isto é, os autovalores da matriz dinamica (A — BK), de

forma que o sistema seja estédvel (CHEN, 1999).

2.4 Observador e Realimentagao de Estado Para Sistemas Com Perturbagao

A seguir serd apresentado o conceito de perturbacao exdgena em sistemas de con-
trole conforme definido em (ASTROM; WITTENMARK, 1997, Secao 4.3).

As perturbacoes influenciam as variaveis do processo e podem diminuir a qualidade
e a precisao do sistema de controle. Como exemplos fisicos, elas podem representar rajadas
de vento em uma antena estabilizada, ondas em um navio, carga sobre um motor, etc.

Assim é altamente desejavel estudar a rejeicao de disturbios em sistemas de con-
trole. Existem quatro tipos diferentes de distiirbios que sao comumente usados em analises
de sistemas de controle: pulso, degrau, rampa e senoidal.

Para representar essas perturbacoes, assume-se que o sistema seja:

i(t) = Ax(t)+ Bu(t)+v(t), (2.13)

y(t) = Ca(1),
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no qual a perturbagao v(t) é o sinal gerado por um sistema dinamico ficticio descrito por:

dw
dt
v(t) = Cyw(t).

= ‘Aww(t)7 (214)

no qual w € R™.

A matriz A, deverd possuir os autovalores na origem ou no eixo imaginario. Um
caso comum é que a perturbacao v(t) seja uma constante, entao e A, = 0. Outro caso é
quando a perturbagao seja senoidal de frequencia conhecida wy (rad/s), que corresponde

a.

Ay = . (2.15)

Em todos os casos, supoe-se que o sinal da perturbagao w(t) nao possa ser medido.

Assim, considere o vetor de estado aumentado:

2(t) = . (2.16)

, x(t) A Cu| =) B
2(t) = = + u(t), (2.17)
w(t) 0 A,| |w(t) 0

Portanto, ha um problema basico sobre posicionamento de autovalores, uma vez
que o sistema (2.17) nao é completamente controldvel. Assim, os autovalores associados
a A, nao sao influenciados pela realimentacao de estado. De fato isso é muito natural,
porque os distirbios sao variaveis exégenas que nao sao influenciados pelo controlador.

No entanto, considere a lei de controle de realimentagao de estado linear:

u(t) = —Kx(t) — Kyw(t), (2.18)

sendo uma combinagao de um termo de realimentacao —Kx(t) e o termo feedforward da
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perturbagao —K,w(t) .
Embora o estado w(t) ndo possa ser influenciado pela realimentagao, o efeito da
perturbagao pode ser atenuado por uma escolha apropriada do vetor de ganhos K.
Dessa forma, para realizar a lei de controle (2.18) seria necessério medir a per-
turbacdo w(t). Uma alternativa é estimé-la pelo uso de observador de estado e perturbagao

de forma que:

) L
=" = + [T+ | 7| o o]s, (2.19)
L

na qual o vetor de ganhos do observador seja L = ,onde L e R" e L, € R.
L

O sistema (2.17) é observéavel, mas nao controldvel. A estimacao dos distirbios
w(t) é obtida pela integracao do erro do estado estimado. Dessa forma, a perturbacao v(t)
é reduzida por sua estimagao (t), que é obtida pela integragao do erro do observador,

conforme definido em (ASTROM; WITTENMARK, 1997, Secio 4.3).
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3 CONTROLE POR REALIMENTACAO DE SAIDA PARA SISTEMAS
LINEARES COM ATRASO

Neste capitulo sera apresentado o projeto de um controlador com realimentacao de
saida baseado em observadores de estado. Serao considerados sistemas com saidas com
atrasos pequenos ou arbitrarios.

Considera-se sistemas lineares, observéaveis, controlaveis e com a saida atrasada,

descritos pela equacao de estado:

z(t) = Ax(t)+ Bul(t),
y(t) = Cx(t—r1), (3.1)

na qual z(t) € R" ¢ o estado, u(t) € R é o sinal de controle, y(t) € R é a saida atrasada.
O atraso 7 pode ser d quando for pequeno ou D quando for arbitrario.

Daqui por diante, considere ao longo do capitulo que ¢; > 0 e A; > 0 denotam
constantes escalares, positivas. A condicdo inicial é definida por x(f) = z(0), 6 €

[—7,0], na qual 7 é o atraso maximo.

3.1 Hipodteses Basicas

Na secao 1.5 foram demonstradas as condicoes suficientes de estabilidade exponen-
cial para sistemas de controle com a presenca de atraso. Dessa forma, por conveniéncia
serao utilizados os métodos referentes ao Lema 1.2.

Assim, para o sistema (3.1), considera-se as hipdteses:

(H1) As matrizes A, B e C sao conhecidas.
(H2) O atraso 7 é conhecido, suficientemente pequeno e satisfaz a desigualdade 0 < 7 <

7 < T < o0, onde 7T e T sao limites inferior e superior, respectivamente.

3.2 Sistema Linear com Atraso Pequeno na Saida

Nesta secao serda abordado o controle de sistemas com atraso pequeno. Assim,

considera-se que 7 = d, onde d e d sao limites inferior e superior, respectivamente.
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3.2.1 Observador de Estado e Lei de Controle

O sistema (3.1) a ser controlado, podera ser reescrito pela equagao de estado:

©(t) = Ax(t)+ Bu(t),
y(t) = Cz(t—d). (3.2)

2(t) = A#(t)+ Bu(t) + [y(t) — 9(t)],

g(t) = Cz(t—d). (3.3)
Assim, a lei de controle utiliza o estado estimado pelo observador, ou seja:
u(t) = —Kz(t). (3.4)

Dessa forma, considerando (3.4), pode-se reescrever as equagoes do sistema (3.2)

CO1mo:

©(t) = Ax(t)— BKi(t),
y(t) = Cz(t—d), (3.5)

e do observador (3.3) como:

#(t) = Ai(t)— BKi(t) + LC[z(t — d) — 2(¢t — d)],
y(t) = Cz(t—d). (3.6)

3.2.2  Erro de Estimacao

Considere o erro de estimagao no estado Z(t) definido como:
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no qual a condigao inicial é dada por Z(0) = Zo(0), 6 € [-T,0] .
Dessa forma, Z(t) pode ser obtido da diferenca entre as equacoes (3.5) e (3.6):
Z(t) = Ax(t) — Bki(t) — Ai(t) + Bki(t) — LC[x(t —d) — &(t — d)],  (3.8)
sendo reduzida a:

I(t) = Ai(t) — LCi(t — d). (3.9)

A partir da equacao (3.9) é possivel conhecer o comportamento dinamico e a esta-
bilidade do observador.

A determinacao dos coeficientes adequados para a matriz L permitird que o com-
portamento dinamico do vetor de erro Z(t) seja exponencialmente estével e rapido para
tender a origem, conforme (CHEN, 1999), no caso de observadores sem atraso. Dessa

forma, tem-se a préxima hipdtese para garantir a estabilidade da equacao (3.9):

(H3) A matriz do observador L deverd ser projetada adequadamente de forma que a
matriz (A — LC') seja Hurwitz.
Conforme assumido no Lema 1.2 da se¢ao 1.5 (NICULESCU et al., 1998) , tal

que a desigualdade:
He(A_LC)tH <ke™, (3.10)

seja satisfeita para k > 1 e n > 0 conhecidos. De forma que para um d suficientemente

pequeno, os parametros do sistema devem satisfazer:

% (d|LC Al + (LC)?||) < 1. (3.11)

Conforme (COUTINHO; OLIVEIRA; CUNHA, 2013, 2014) a solugao da equagao

(3.9) pode ser expressa por:
Z(t) = ®1(t, Zo) (3.12)

na qual ®,(t,Zo) € R™ é a funcdo de transi¢ao de estados para a condigao inicial Zg(t).
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Dessa forma, a equagao (3.12) pode ser majorada por:
@1 (2, Zo) || < cre” i, (3.13)

na qual Zj:= sup ||Zo(0)].
6€[—d,0]

Baseando-se na equagao (3.13), a solugao Z(t) para a equacao (3.9) satisfaz:
1Z()|| < cre ™Mtz (3.14)
Assim, o erro de estimagao Z(t) tendera exponencialmente a zero, conforme (3.14).

3.2.3 Andlise de Estabilidade do Sistema de Controle em Malha Fechada

Baseado-se na equagao do erro de estimagao (3.7) , é possivel reescrever a lei de

controle (3.4) como:

u(t) = —Ka(t) + Ki(t), (3.15)

Entao, a equacao de estado (3.5) com sinal de controle (3.15) pode ser reescrita

CO1mo:

#(t) = Ax(t) — BK[x(t) — #(1)], (3.16)

de onde se obtém:

#(t) = (A— BK)a(t)+ BKi(t). (3.17)

Conforme definido na secao 2.3, a correta determinacao dos parametros da ma-
triz de realimentacao K permitira o sistema seja exponencialmente estavel. Dessa forma,

tem-se a préxima hipétese referente a estabilidade da equagao (3.17):

(H4) A matriz de realimentacdo K devera ser projetada adequadamente de forma que a
matriz (A — BK) seja Hurwitz, conforme (CHEN, 1999).

Dessa forma, supondo a condic@o inicial do estado x(0) = xg, a solugao para a
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equacao dinamica (3.17) pode ser expressa como:

t
x(t) = Po(t, o) + /Gl(t,T)BKi'(T)dT, vVt >0, (3.18)

0
na qual z(t) = ®y(t,z9) = eABKzy € R*. A resposta impulsiva G1(¢,7) € R™™ é
a solugao da equagao diferencial homogénea #(t) = (A — BK)xz(t) com condigao inicial
xz(r) = I, parat > 7, z(t) = 0 para t < 7 e 7 é o instante de aplicacdo do impulso de
(G1. Para obter um resultado que satisfaca a equacao (3.18), considera-se as seguintes

igualdades:

[a(t, o) < coe™a, (3.19)

IGL(t, 7)< ese ™ Vi =T >0,

na qual 5 = sup |[zo(0)]| e ¢35 > || BK].
0€[—d,0]

Dessa forma, baseando-se nos majorantes acima e utilizando o resultado da equacao

(3.14), reescreve-se um novo majorante para a solugao da equagao (3.18):
z(t)]| < coe™ af + c3e™ % cre” M, (3.20)

na qual a convolugao pode ser majorada conforme descrito em (DESOER; VIDYASAGAR,
2009):

[ese™ !

% cre MEN|| < caemMIT + ese MU (3.21)
Dessa forma, a equagao (3.20) se torna:
2(t)]| < coe™2af + cae™Ey + cse ME; (3.22)

podento ser reescrita como:

|2(t)|| < cae 2l 4 cge MinAnA) e (3.23)
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Deste modo, conforme (3.23) é possivel verificar que o sistema z(t) sera globalmente

exponencialmente estavel.

Observagao 3.1 Na maioria dos sistemas reais existem atrasos. Sob o ponto de vista de
controle, a presenca destes atrasos pode influenciar negativamente no que diz respeito ao
desempenho do sistema, caso nao sejam levados em consideragcao no projeto de controle.
No entanto, conforme demonstrado, verifica-se que um sistema de controle com atraso na

saida pode ser exponencialmente estdvel conforme as consideragoes apresentadas.

Finalmente, pode-se enunciar o seguinte Teorema:

Teorema 3.1 Considere o sistema linear com atraso (3.2) e a lei de controle por reali-
mentacdo de estado estimado (3.4) que utiliza o observador de estado (3.3). Assuma que
as hipoteses (H1) a (HY) sejam satisfeitas. Assim, o erro de saida converge exponenci-
almente a zero e o sistema em malha fechada sera globalmente exponencialmente estavel

com:
|2(t)|| < coe™t28, ¥t >0, (3.24)

na qual z5 = 968[250} l20(0)|], 2(t) = [jT(t),xT(t)}T e zg = [fg(@),mg(e)f , V0 € [—d,0].

3.3 Sistema Linear com Atraso Arbitrario na Saida

Nesta secao serd abordado o controle de sistemas com atraso arbitrario. Assim,

considere que 7 = D, onde D e D sao limites inferior e superior, respectivamente.

3.3.1 Observador de Estado e Lei de Controle

O sistema (3.1) a ser controlado podera ser reescrito pela equagao de estado:

z(t) = Ax(t)+ Bul(t),
y(t) = Cz(t— D). (3.25)

O controle de sistemas com atraso arbitrario foi abordado por (AHMED-ALI;
CHERRIER; LAMNABHI-LAGARRIGUE, 2012) e com controle por modo deslizante que
aplica observadores conectados em cascata por (COUTINHO, 2012). A grande vantagem
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deste tipo de observador é estimar o valor atual das variaveis de estado através de seus
valores atrasados, de forma que, para sistemas com atraso arbitrdario na saida, basta

adicionar observadores em cascata a medida que o atraso aumenta.

Observacao 3.2 Para estimar o estado atual x(t) do sistema com atraso na saida, des-
crito por (3.25), serdo utilizados observadores conectados em cascata de forma que quanto
maior o tempo de atraso, maior o numero de m observadores serao necessdrios. Cada ob-

servador estimard um vetor de estado atrasado, cujo valor do atraso é dividido em partes

D

m’

1quais para cada observador, dado por

- — — — —/ 1
t t
u() Planta @ I y()
e - - - - _ _ _ __ _
I B0,
| |
| |
| Observador |
| #m O
I T~ |
| [o/m] |
‘ Observador ‘
| #m—1 e |
_J
| - |
| |
| : |
| i |
| |
b/m .y
Observador
#1 BN
| i |
| |
L - - _

Figura 3 - Sistema com observadores em cascata .

A Figura 3 (COUTINHO; OLIVEIRA; CUNHA, 2014) representa o sistema de ob-
servadores em cascata descrito por (AHMED-ALI; CHERRIER; LAMNABHI-LAGARRIGUE,
2012).
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Assim, considera-se as seguintes notacoes para representar o estado e o sinal de

controle:

w(t) = m(t—D—l—j%), (3.26)

D
u;(t) = w (t - D +]E> : (3.27)
e para o estado do observador:
D
z;(t) = 2 (t - D +j%> , (3.28)

na qual ;5 = 1,...,m. Entao, o observador para estimagao do estado é descrito pelas

seguintes equacoes:

D
inlt) = Abn(t) 4 Bun(®) = L[ Con (1= 2 ) = dal0)].
Um(t) = Cm(t). (3.29)
O vetor #;(t) é uma estimativa do estado atrasado z;(t) e Z(t) := &,,(t) é uma

estimativa do estado z(t) do sistema (3.25) . Todos os observadores utilizados em (3.29)
possuem a mesma estrutura. Caso o atraso fosse suficientemente pequeno, somente um
observador seria necessario para estimar as variaveis de estado do sistema.

Define-se a lei de controle do sistema, considerando a entrada estimada pelo ob-

servador conforme (3.4) da sec@o 3.2, ou seja: u(t) = —Ki(t).
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3.3.2 Erros de Estimacao

Conforme demonstrado em (AHMED-ALI; CHERRIER; LAMNABHI-LAGARRIGUE,
2012, Teorema 1) hd uma quantidade suficiente de m observadores em cascata de tal modo
que o estado do ultimo observador em (3.29) converge exponencialmente para o estado
do sistema (3.25). Dessa forma, a convergéncia do observador em cascata serda provada
passo a passo pelo método de inducao matematica.

Assim, baseado em (3.7) considere Z;(t) como o primeiro erro de estimacao em

cascata para o passo ¢ = 1:
Portanto, 71 (t) pode ser obtido da diferenca das equacdes (3.25) e (3.29):
s N ~ D
21(t)=Ax1(t) + Buy(t) — A1 (t) — Buy(t) + L {C’xl (t - E) - y] , (3.31)

na qual @ (t) = Axz1(t) + Buy(t) é a representagao do sistema (3.25) com sinais atrasados

que, para propoésitos de analise, foi representado com o indice ¢ = 1. Assim, obtém-se
- - . D
T1(t)=Az(t) + LC [$1 (t — —) —x(t— D)} : (3.32)
m
No entanto, pela equacao (3.26) observa-se que
D
t—— | =x2(t-D 3.33
o (1= 2) =att - D). (3.33)

o qual escolhido um nimero m de observadores de forma que o primeiro observador & (t)

. D
possa convergir para z1(t) =z [t — D + — .
m

Dessa forma, a equagao (3.32) se torna:

I1(t)= A%, (t) + LC [331 (t — %) — 2 (t — 2)} , (3.34)

m
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sendo reduzida a:
- . ~ D
m

A equagao (3.35) pode ser comparada a (3.9), referente a secao 3.2 para um atraso

% suficientemente pequeno. Assim, tem-se uma solugao majorada pela desigualdade:

21 ()] < T, (3.36)

Atz

na qual I} < aye ™2}, , onde oy > 0 e A\; > 0 denotam constantes escalares positivas.

Igualmente, de forma a provar o segundo passo da inducao matematica, baseado

em (3.7) considere Z»(t) como o segundo erro de estimagao em cascata para o passo i = 2:
To(t) = a(t) — Z2(1). (3.37)

Portanto, calcula-se o erro de estimacio Z5(t) da diferenca das equacdes (3.25) e

(3.29):
i’g(t) :Azg(t) + BUQ('[Z) — Ai’z(t) — BUQ(t) + L |:Cfi‘2 (t — %) — g1:| s (338)

na qual &9(t) = Azy(t) + Bus(t) é a representagdo para propédsitos de analise do sistema

(3.25) com o indice i = 2. Assim, obtém-se

Bo(t) = Ao (t) + LC (t - %) _ L), (3.39)

na qual baseado em (3.37), é possivel reescrever (3.39):

o) = Ao (t) — LCT (t - %) + LCx <t - 2) C L (). (3.40)

m

Conforme em (3.26) tem-se:

@(t—g):a;(t—B—D—l—g):x<t—D—|—%):x1(z€). (3.41)

m m m
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Portanto, (3.40) pode ser reescrita como:
- - - D .
sendo reescrita como:
; - . D .

Dessa forma, uma vez que o sistema () decai exponencialmente conforme defi-

nido em (3.36), uma solugdo para o sistema (3.44) pode ser majorada pela desigualdade:

()] = T« T, (3.44)

na qual IT, < aze 3%, é a resposta impulsiva, considerando a entrada 7,(¢) tendendo
para a origem e I, < age '35, para I, = ||[LCZ(t)|| < |[LC|| - ;. Considere que
Qg ap > 0 e A\, Ay > 0 denotam constantes escalares positivas. Assim, a convolucao pode

ser majorada conforme descrito em (DESOER; VIDYASAGAR, 2009):

1T, * I < s, (3.45)

—Aot

na qual Iy < ape 275, , onde ay > 0 e Ay > 0 denotam constantes escalares positivas.

Contudo, a solugao para o estado Z5(t) representado pela equagao (3.44), satisfaz:
[Z2(8)]] < . (3.46)

Assim, de forma a validar a recorréncia da convergéncia do erro, baseado em (3.7)

considere agora o erro de estimacao Z;(t) definido para o passo i = j:
i(t) = x;(t) — 2;(1)- (3.47)

Calcula-se o erro de estimacao ij(t) pode ser obtido da diferenca das equacoes

(3.25) e (3.29):

2;(t) = Ax;(t) + Buj(t) — Ai;(t) — Bu;(t) + L {Cﬁj (t — —) — gj_l} . (3.48)
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na qual ©,(t) = Az;(t) + Bu,;(t) é a representacao para propésitos de analise do sistema

(3.25) com o indice ¢ = j. Dessa forma, obtém-se:
- - . D .
m
Assim, pela equagao (3.47), é possivel reescrever (3.49):
- . _ D D .
m m
Baseado em (3.26) tem-se:

” (t—%) =x<t—%—p+%) :x<t—D+(j—1)§) — e (1), (351)

Portanto, (3.50) pode ser reescrita como:
B - . D .
m
O erro de estimagao Z;_1(t) para o passo i = j — 1 é definido por:
Tj1(t) = 2 (t) — Z5(1) (3.53)
Assim, conforme (3.53), tem-se para (3.52):
. - - D -
m

Dessa forma, uma vez que por inducao o sistema 7;_1(t) decai exponencialmente
para a origem como ||Z;_1(¢)|| < II;_;, uma solugdo para o sistema (3.54) pode ser majo-

rada pela desigualdade:
1Z;@)]] = 1L * g, (3.55)

na qual I, < a.e *'7%; é a resposta impulsiva, considerando a entrada Z;_1(¢) tendendo
para a origem e II; < age %%, para Il; = ||[LCZ;_1(t)|| < ||LC| - II;_;. Considere que

e, g > 0 e A, \y > 0 denotam constantes escalares positivas. Assim, a convolugao pode
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ser majorada conforme descrito em (DESOER; VIDYASAGAR, 2009):

I, * I < 1L, (3.56)

-

na qual II; < aje J’tjj»o, onde a; > 0 e A\; > 0 denotam constantes escalares positivas.

Contudo, a solugao para o estado Z,(t) representado pela equagao (3.55), se torna:
12 ()] < 11 . (3.57)

Dessa forma, por indugao matemdtica, demonstra-se que o erro de estimagao Z(t)
da planta tenderd exponencialmente a zero para (j = m) obsservadores.

Assume-se que a quantidade de m observadores em cascata faca com que % seja
suficientemente pequeno para que a influéncia do atraso seja pequena. Uma vez que o
estagio do observador adianta a saida de % apés m passos, entao a saida deixa de estar
atrasada. Assim um observador em cascata é um observador padrao de Luenberger para
estimar o estado x(t).

Portanto, é possivel que seja satisfeita a condicdo (H3) de forma que a matriz

(A — LC) seja Hurwitz. Assim, é possivel escrever um majorante exponencial para a

solugao da equacao do erro de estimacao total da planta, definido por:
F(t)]| < cae M, 3.58
0
na qual Z; := sup ||Zo(0)].

6€[-D,0]

3.3.3 Andlise de Estabilidade do Sistema de Controle em Malha Fechada

De forma a garantir a estabilizacao do sistema, utiliza-se a lei de controle de reali-
mentacao do estado u(t) = —Kz(t) + KZ(t) conforme equagao (3.15). Assim, fazendo a

realimentagao da planta, tem-se para a equagao do estado (3.25) :

#(t) = Ax(t) — BK[a(t) — 3(t)). (3.59)
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podendo ser reescrita como:
#(t) = (A— BK)xz(t)+ BKz(t). (3.60)

Portanto, a equacao (3.60) pode ser comparada a equagao (3.17) referente a se¢ao
3.2 para um atraso % suficientemente pequeno, de forma a garantir que sejam satisfeitas
as hipdteses (H3) e (H4).

Dessa forma, é possivel escrever um majorante exponencial para a solugao de (3.60):
z(t)]| < cp max{x), T e ", (3.61)

na qual zj:= sup ||zo(0)].
0c[—-D,0]

Assim, conforme (3.61) o sistema x(t) sera globalmente exponencialmente estével.

Observacao 3.3 Comprova-se que se x; converge exponencialmente para zero, entao x;_q
também convergird exponencialmente a zero. Dessa forma, conforme demonstrado pelas
dependéncias dos observadores anteriores, € garantida a convergéncia desde o primeiro
observador (j = 1). FEntdo, deduz-se recursivamente que, todos os erros de estima¢ao
convergem exponencialmente a zero.

Dessa forma, pode-se dizer que para todo atraso constante D existe um niumero m

de observadores em cascata que satisfaca a relacdo:

m> =, (3.62)

Slle

na qual di € o mdzimo atraso admitido para um unico observador, de forma que tal que

todos os erros de estimacao convergem exponencialmente a zero.

Finalmente, pode-se enunciar o seguinte Teorema:

Teorema 3.2 Considere o sistema linear (3.25) e a lei de controle por realimentagio de
estado estimado (3.4) que utiliza o observador de estado (3.29). Assuma que as hipdteses

(H1) o (H4) sejam satisfeitas. Assim, o erro de saida converge exponencialmente a zero
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e o sistema em malha fechada serd globalmente exponencialmente estdvel tal que:

lz(t)|| < coet28 Wt >0, (3.63)

. - . - T
na qual z5 = ) S[U_ID) , 120(0)|], 2(t) = [T (¢), @5 (¢) ... 2L (1), 2T (t)]" e
el-b,

20 = [#7(0), 35 (0) ... #%,(0),25(0)]" , V0 € [-D,0].

3.4 Exemplo Numérico

Considere o seguinte sistema linear de segunda ordem, com atraso na saida e que

satisfaz as hipéteses (H1) a (H4) :

(t) = z(t) + u(t), (3.64)

na qual &(t) = | e x(t) =

Assim, de forma a comprovar a estabilidade do sistema (3.64), considere as condigoes

abaixo:

e Conforme a hipétese (H3):

T
— Escolhe-se L = [1 4} de forma que a matriz (A — LC') seja Hurwitz. Assim:

Ao | - [1 0} : (3.65)
4

cujos autovalores sao -1 rad/s e -2 rad/s. Ou seja, a matriz (A— LC') é Hurwitz.

— A matriz (A — LC') devera obedecer a condicao de existéncia conforme a desi-
gualdade (3.10), |[e@ L < ke
Dessa forma, considere os parametros k = 1,05 e n = 0,87 obtidos pelo filtro

de aproximagao de primeira ordem (first order approximation filter - FOAF'),
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conforme critério definido em (CUNHA, 2004) de forma a minimizar a norma

exponencial. Assim, tem-se:

1.4

o]

1.2} ke

Norma da Exponencial

Figura 4 - Filtro de aproximagao de primeira ordem (FOAF) que satisfaz a desigualdade

He(A—LC’) tH < ke

Pela Figura 4 é possivel perceber que a curva em azul, referente a ||e(A=LC)%|| ¢

inferior & curva em vermelho, referente & k e~ satisfazendo a condicao.

— A matriz (A — LC) deve obedecer a condigao de existéncia conforme a desi-

gualdade (3.11), % (d“LC All+ ||(LC)2||) <l.

Considere os mesmos k£ = 1,05 e n = 0,87 para um atraso maximo definido
d =0, 1s para que a condigao (3.11) seja atendida. Assim, o sistema retornou

um valor maximo permitido de 0,9952.
e Conforme a hipétese (H4):

— Define-se o ganho do controlador como K = [17 5 0, 25} de forma que a matriz

(A — BK) seja Hurwitz. Assim:

A-pr—|" [ 1.5 0,25, (3.66)
4
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cujos autovalores sao -1 rad/s e -2 rad/s. Ou seja, a matriz (A—BK) é Hurwitz.
e As condigOes iniciais usadas nas simulagoes sao:

— Sistema e observador, para atraso pequeno d:

0
w(t) = C i) =] |, Vtel-do0].

Portanto, serdo apresentadas simulagoes do sistema proposto em (3.64) de forma
a ilustrar a eficacia dos controladores desenvolvidos.

A Figura 5 apresenta os sinais z1(t) e xo(t) comparados aos sinais 1(t) e Z(t)

estimados pelo observador para o atraso definido de d =0, 15 .

1
€1
0 a1 H
<aﬁ 1l |
&
-2 4
-3 i i i i i i i i i
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
2
€2
T2
-2 i i i i i i i i i
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Figura 5 - Estado z(t) e sua estimativa Z(t) atrasados com d =0, 1s.

Na Figura 6 pode-se observar a saida y(t) medida e a saida g(t) estimada por um

unico observador, onde é possivel observar a presenca do atraso d = 0, 1s no sistema.
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0.5r

o
L 1 L . I . I L
005 01 015 02 025 03 -035 04

NSNS

Figura 6 - Sinal de saida y(t) e sua estimativa y(t) atrasada com d = 0,1s.

Assim, verifica-se que o controle nao foi prejudicado. O sinal de controle wu(t)

mostrado na Figura 7 é gerado a lei de controle (3.4).
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u(®

Figura 7 - Sinal de controle u(t) com d =0, 1s.

Conforme descrito nas definigoes, o atraso maximo permitido para o sistema apre-
sentado é d = 0, 1s.

Uma vez que a matriz A possui um autovalor instavel, o diagrama de Nyquist da
funcao de transferéncia G(s) = e *¢C/(sI — A)~'L dever4 envolver o ponto —1 no sentido
anti-horario para que o observador em malha fechada seja estavel. Assim, observa-se nas
curvas de Nyquins na Figura 8 os atrasos de d = 0,48s e d = 0,55, sendo o atraso maximo
permitido para o sistema se manter estavel. No entanto, para o atraso de d = 0,52s ¢é
possivel verificar que o sistema torna-se instavel, uma vez que o ponto —1 nao é mais

envolvido pela curva no sentido anti-horario.
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Nyquist Diagram
0.4 ‘

T T

0.2}

Imaginary Axis
o

-0.1}

-0.2

~16 -1.4 -1.2 -1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2
Real Axis

Figura 8 - Diagramas de Nyquist para trés valores de atraso d .

De forma a dar continuidade ao estudo, considere um atraso para D = 0,2s onde
serao utilizados dois observadores conectados em cascata (m=2) . Assim, a Figura 9
apresenta os sinais z1(t) e z2(t) e a Figura 10 apresenta y(t) , comparando seus valores

medidos e observados, utilizando dois observadores para o atraso para D = 0,2s.
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Figura 9 - Estado z(t) e sua estimativa Z(t) atrasados com D = 0,2s.

o8



-15¢

Y, 1,52

Figura 10 - Sinal de saida y(t) e sua estimativa y(t) atrasada com D = 0,2s.

A Figura 11 apresenta o sinal de controle para o atraso para D = 0, 2s.

29
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Figura 11 - Sinal de controle u(t) com D = 0,2s.

E importante destacar que a estabilidade e o desempenho do controlador sao ro-
bustos em relacao a atrasos maiores. Assim, esta quantidade de observadores para os
mesmos parametros escolhidos permite a convergéncia para zero do erro de estimacao e
a saida do sistema. Dessa forma, ampliando-se o atraso para D = 0,96s , duas vezes o
valor de referéncia obtido pelo grafico de Nyquist em Figura 8, é possivel observar que o
sistema se mantém estavel com apenas dois observadores, ao contrario do que a estimativa
pela desigualdade (3.11) indicaria que seriam necessarios 10 observadores conectados em

cascata (m=10).
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200
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I, I1
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100
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-100
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Figura 12 - Estado z(t) e sua estimativa Z(t) atrasados com D = 0,965s.

D
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0
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« —Y
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1007 nM U2
50+ n
S
& |0
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-50r U
-100 | v “ J
_150 1 1 j
0 50 100 150

t(s)

Figura 13 - Sinal de saida y(t) e sua estimativa y(¢) atrasada com D = 0,965s.
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A Figura 14 apresenta o sinal de controle para o atraso para D = 0,96 .

250
200+ “
150 "

|

50

-150 | V

-200 |

_250 i i i
0 50 100 150

Figura 14 - Sinal de controle u(t) com D = 0,965s.

Isto indica que os resultados de (NICULESCU et al., 1998) podem ser bastante
conservadores, uma vez que apenas dois observadores em cascata foram necessarios para
estabilizar o sistema, mesmo na presenca de um atraso na saida D = 0,96s. No entanto,
ampliando-se o atraso para D = 1,04s , duas vezes o valor de referéncia obtido pelo
grafico de Nyquist na Figura 8 onde o sistema seria instavel, observa-se que o estado do

sistema de controle nao converge para a origem, conforme ilustrado nas Figuras 15 a 17.
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Figura 15 - Estado z(t) e sua estimativa &(t) atrasados com D = 1,04 s
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Figura 16 - Sinal de saida y(t) e sua estimativa () atrasada com D = 1,04s.
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Figura 17 - Sinal de controle u(t) com D = 1,04s.
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4 CONTROLE POR REALIMENTACAO DE SAIDA PARA SISTEMAS
LINEARES INCERTOS COM ATRASO

Neste capitulo serda apresentado o projeto desenvolvido para o controlador com
realimentacao de saida baseado em observadores de estado e incertezas paramétricas.
Serao considerados sistemas com atrasos pequenos ou arbitrarios.

Considera-se sistemas lineares, observéaveis, controlaveis e com a saida atrasada,

descritos pela equacao de estado:

w(t) = (A+AA)z(t)+ (B+ AB)u(t),
y(t) = Cz(t—r1), (4.1)

na qual z(t) € R" ¢ o estado, u(t) € R é o sinal de controle, y(t) € R é a saida atrasada.
O atraso 7 pode ser d quando for pequeno ou D quando for arbitrario.

Daqui por diante, considere ao longo do capitulo que ¢; > 0 e A\; > 0 denotam
constantes escalares, positivas. A condicao inicial é definida por x(f) = z(0), 6 €

[—7,0], na qual 7 é o atraso maximo.

4.1 Hipoteses Basicas

Serao utilizados os métodos referentes ao Lema 1.2 da secao 1.5. Assim, para o
sistema (4.1), considera-se as hipiteses:
(H1) As matrizes A, B e C sdo conhecidas.
(H2) O atraso 7 é conhecido, suficientemente pequeno e satisfaz a desigualdade 0 < 7 <
7 <7 < o0, onde T e T sao limites inferior e superior, respectivamente.

(H3) As normas das incertezas paramétricas satisfazem as desigualdades

1AA]

IN

0 »
|AB|

IA

5., (4.2)

para valores suficientemente pequenos de 9, > 0 e &, > 0.
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4.2 Sistema Linear com Atraso Pequeno na Saida e Incertezas

Nesta se¢ao sera abordado o controle de sistemas com atraso pequeno. Assim,

considera-se que 7 = d, onde d e d sao limites inferior e superior, respectivamente.

4.2.1 Observador de Estado e Lei de Controle

O sistema (4.1) a ser controlado, podera ser reescrito pela equagao de estado:

w(t) = (A+AA)z(t)+ (B+ AB)u(t),
y(t) = Cz(t—d). (4.3)

O observador de estado utilizado é descrito pelas equagoes:

p(t) = Ai(t) + Bult) + [y(t) — §(t)]

y(t) = Ci(t—d) (4.4)

Assim, considere a lei de controle utiliza o estado estimado pelo observador, ou

seja:
u(t) = —Kz(t). (4.5)

Fazendo a realimentacao do sistema conforme (4.5), pode-se reescrever as equagoes

do sistema (4.3) como :

©(t) = (A+AA)x(t)+ (-B—AB)Kz(t)
Czx(t —d) (4.6)

<

—~
~+

~—

I(t) = Ai(t) — BK#(t) + LC[x(t — d) — &(t — d)]
y(t) = Ci(t—d) (4.7)
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4.2.2 Erro de Estimacao

Considere o erro de estimacao no estado Z(t) definido como:
Z(t) == a(t) — 2(t), (4.8)

no qual a condigao inicial é dada por z(0) = Zo(f), 6 € [—T,0] .

Dessa forma, Z(t) pode ser obtido da diferenca entre as equacoes (4.6) e (4.7):
T(t)=(A+ AA)x(t)+(—B—AB)Ki(t)— Ai(t)+ BKi(t) — LO[x(t—d) —2(t—d)], (4.9)
sendo reduzida a:
i(t) = Ai(t) — LOZ(t — d) + AAx(t) — ABKZ(t). (4.10)

Deste modo, verifica-se que a incerteza AA e AB estao presentes na equacao do

erro. Assim, baseado em (4.8) a equagao (4.10) pode ser reescrita como:

i(t) = Ax(t) — LO%(t — d) + AAx(t) — ABK[x(t) — i(t)], (4.11)
sendo reduzida a:

(t) = (A+ABK)#(t) — LOZ(t —d) + (AA — ABK)x(t). (4.12)

A determinacao dos coeficientes adequados para a matriz L permitird que o com-
portamento dinamico do vetor de erro Z(t) seja exponencialmente estével e rapido para
tender a origem, conforme (CHEN, 1999), no caso de observadores sem atraso. Dessa

forma, considere a proxima hipotese:

(H4) A matriz do observador L da equagao (4.12), devera ser projetada adequadamente
de forma que a matriz [(A + ABK) — LC| seja Hurwitz.
Conforme assumido no Lema 1.2 da se¢ao 1.5 (NICULESCU et al., 1998) , tal

que a desigualdade:
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He[(A—i-ABK)—LC]tH <ke™ (4.13)

seja satisfeita para k > 1 e n > 0 conhecidos. De forma que para um d suficientemente

pequeno, os parametros do sistema devem satisfazer:
k
Ed (HLC (A+ ABK)| + H(LC)QH) <1. (4.14)

Logo, a solugao para (4.12) pode ser expressa por:
t
z(t) = ®1(t, 7o) + /Gl(t,T)(AA — ABK)x(r)dT, (4.15)
0

na qual (t) = ®(t,79) € R" é a solugdo da equagdo homogénea (4.12) (z(t) = 0).
A resposta impulsiva G(t,7) € R™™ é a solucdo da equagao diferencial homogénea
Z(t) = (A+ ABK)i(t) — LC%(t — d) com condicio inicial Z(7) = I, para t > 7, Z(t) = 0
parat < 7 e 7 é o instante de aplicacao do impulso de G.

De forma a obter um resultado que satisfaga a equacao (4.15), considera-se os

passos a seguir:

1@ (¢, Z0)| < cre”™Mig, (4.16)
IG.(t, 7] < CQG_Az(t_T), vVt > 71 >0, (4.17)
[(AA = ABK)z(t)|| < (b + [Kl[op)][z@)]] < esllz@)], (4.18)

na qual Iy := sup [|Zo(0)| e c3> ||AA—-ABK||.
0e[—d,0]

Dessa forma, baseando-se nas equagoes (4.16), (4.17), (4.18) e na relacdo acima

definida, reescreve-se uma nova equacao para (4.15):

IZO)] < cre™ 3G + cae™" % es[la(t)]], (4.19)
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na qual para a convolugao pode ser afirmado, conforme descrito em (DESOER; VIDYA-

SAGAR, 2009):
) < |lege™2! 4.20
| eae™ % 2acalla(@)] |, < leae™ " eslla®)loe (4.20)
Assim sendo, a equagao (4.20) pode ser representada por:

/ lcoe™ 2 dt c3)|2(t)]) oo, (4.21)
0

de onde podemos afirmar que:

ese ™2y = /0 e ldt < 2 < . (4.22)

=2
A2
Dessa forma pode ser considerado para a convolugao da equagao (4.20):

Ca

w alla®l [, < 2 ale@- (4.23)

H Cze—AQt

De tal modo, tem-se que a equacao (4.19) podera ser reescrita na forma:

() oo, (4.24)

2] < ere™™ 75 +
A2

na qual Zj := sup ||Zo(0)]-
0€[—d,0]

Assim, o erro de estimagao Z(t) tenderd exponencialmente a zero, conforme (4.24).

4.2.3 Andlise de Estabilidade do Sistema de Controle em Malha Fechada

Baseado-se na equagao do erro de estimagao (4.8) , é possivel reescrever a lei de

controle (4.5) como:

u(t) = —Kz(t) + K&(t), (4.25)

Entao, a equacao de estado (4.6) com sinal de controle (4.25) pode ser reescrita
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#(t) = (A+AA)x(t)+ (—BK — ABK)[z(t) — Z(t)], (4.26)
de onde se obtém:
#(t) = (A+AA—- BK —ABK)x(t) + (BK + ABK)i(t) (4.27)

Conforme definido na segao 2.3, a correta determinacao dos parametros da matriz
de realimentacao K permitira o sistema seja exponencialmente estavel. Dessa forma,
considere a préxima hipdtese:

(H5) A matriz de realimentagao K da equagao (4.27), deverd ser projetada adequada-
mente de forma que a matriz (A + AA — BK — ABK) seja Hurwitz.

A hipétese (H5) sempre poderd ser satisfeita se o par A, B for estabilizdvel e se
os majorantes para as incertezas d, e 0, forem suficientemente pequenos conforme (H3).

Dessa forma, supondo a condi¢do inicial do estado xz(0) = xg, a solugao para a

equagao dinamica (4.27) pode ser expressa como:

x(t) = Po(t, x0) + /Gg(t,T)<BK + ABK)z(r)dT, (4.28)

) = eATAA=BK-ABK)ty & o resposta do sistema para condicdo

na qual z(t) = Po(t, xo
inicial zg, Go(t,7) € R™"™ é a solucdo da equagao diferencial @(t) = (A+ AA — BK —
ABK)z(t) com condigao inicial z(7) = I,, parat > 7, x(t) = 0 para t < 7 e 7 é 0 instante
de aplicagao do impulso de Gb.

De forma a obter um resultado que satisfaca a equagao (4.28), considere:

1®o(t, zo)[| < cae™ g, (4.29)

1Go(t,7)| < ese ™M Vi > 7 >0,

na qual xj := sup ||zo(0)] e ¢4 > ¢3||BK + ABK||.
0€[—d,0]

Igualmente, considerando a equagao (4.24) encontrada para a solucao de Z(t), um
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novo majorante para a solugao da equagao (4.28):
Jo @Il < cse™ g + eae™0x 7)) (4.30)
Dessa forma, pode-se afirmar para a convolucao:
Jeae™ = (IZE)]] || < Neae™ [l 2(E)lloo (4.31)
de onde podemos assegurar que:

lese=t]]; = / cae M dt < i—i < x. (4.32)
0

Assim sendo a equagao (4.30) podera ser reescrita na forma:

i

le (@)l < cse™ a5 +
A4

Z(t) | oo, (4.33)

na qual xj ;= sup ||zo(0)]-
0€[—d,0]

Observacao 4.1 A partir das desigualdades (4.24) e (4.33), aplicando-se o teorema de
pequenos ganhos conforme apresentado na se¢ao 1.3, os estados dos sistemas (4.12) e
(4.27) terao um decaimento exponencial para a origem.

Dessa forma, conforme a hipotese (H3), x(t) representado pela equagdo (4.3) serd

globalmente exponencialmente estavel para ||AA|| < 9, e [|[AB|| < -

Ay A
e < 222 (4.34)
Co Cy
de forma que, para 0, e O suficientemente pequenos, seja atendida a relag¢do
do + || K]0y < 5. (4.35)

Finalmente, pode-se enunciar o seguinte Teorema:

Teorema 4.1 Considere o sistema linear com atraso (4.3) e a lei de controle por reali-

mentagao de estado estimado (4.5) que utiliza o observador de estado (4.4). Assuma que
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as hipdteses (H1) a (HS5) sejam satisfeitas. Assim, o erro de saida converge exponenci-
almente a zero e o sistema em malha fechada serd globalmente exponencialmente estavel

para:
J(t)]) < coe25, Wt > 0, (4.36)

na qual z5 = 068[1_150} l20(0)]], 2(t) = [j;T(t),xT(t)}T e 20 = [:?:OT(G),Q:%)F(Q)}T , V0 € [—d,0].

4.3 Sistema Linear com Atraso Arbitrdario na Saida e Incertezas

Nesta secao sera abordado o controle de sistemas com atraso arbitrario. Assim,

considere que 7 = D, onde D e D sao limites inferior e superior, respectivamente.

4.3.1 Observador de Estado e Lei de Controle

O sistema (4.1) a ser controlado podera ser reescrito pela equacao de estado:

() = (A+AA)zx(t) + (B+ AB)u(t),
y(t) = Cz(t— D). (4.37)

O controle de sistemas com atraso arbitrario foi abordado por (AHMED-ALI;
CHERRIER; LAMNABHI-LAGARRIGUE, 2012), demonstrado na se¢ao 3.3, e com con-
trole por modo deslizante que aplica observadores conectados em cascata por (COUTI-
NHO, 2012). A principal diferenga do sistema original de referéncia pelo desenvolvido é
o de possuir incertezas paramétricas . A grande vantagem deste tipo de observador é o
de se estimar o valor atual das varidveis de estado através de seus valores atrasados. De
forma que, para sistemas com atraso arbitrario na saida, basta adicionar observadores em

cascata a medida que o atraso D aumenta, ao menos se nao houver incertezas.

Observacao 4.2 O observador de estados em cascata estimard um vetor de estado atra-
sado dado por £ de forma que vetor &;(t) ¢ uma estimativa do estado atrasado x;(t) e

T (t) € uma estimativa de x(t).

Assim, considere as seguintes notacoes para representar o estado e o sinal de con-
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trole:

z(t) = o (t ~ D+ jg) , (4.38)

D
ui(t) = wu (t -D +‘7E) , (4.39)
e para o estado do observador:
D
zi(t) = 2 (t - D +j—) , (4.40)
m

na qual j = 1,...,m. Entao, o observador para estimagao do estado é descrito pelas

seguintes equacoes:

In) = Cin(t). (4.41)

O vetor #;(t) é uma estimativa do estado atrasado z;(t) e Z(t) := &,,(f) é uma
estimativa do estado x(t) do sistema (4.37), onde todos os observadores (4.41) tém a
mesma estrutura.

Baseado em (4.5), adota-se a lei de controle baseada no estado estimado:

u(t) = —Kan(t). (4.42)
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4.3.2 Erros de Estimacao

Conforme demonstrado em (AHMED-ALI; CHERRIER; LAMNABHI-LAGARRIGUE,
2012, Teorema 1) hd uma quantidade suficiente de m observadores em cascata de tal modo
que o estado do ultimo observador em (4.41) converge exponencialmente para o estado
do sistema (4.37). Dessa forma, a convergéncia do observador em cascata serda provada
passo a passo pelo método de inducao matematica.

Assim, baseado em (4.8) considere Z;(t) como o primeiro erro de estimagao em

cascata para o passo ¢ = 1:
T1(t) = z1(t) — 21(2). (4.43)
Portanto, 71 (t) pode ser obtido da diferenca das equacoes (4.37) e (4.41):
s N N D
T1(t)=(A+ AA)x(t)+ (B + AB)uy (t) — Az (t) — Buy (t)+ L [CIl (t—E> —y} ,(4.44)

na qual #1(t) = (A4 AA)x1(t)+ (B + AB)us(t) é a representagao do sistema (4.37)
com sinais atrasados que, para propodsitos de andlise, foi representado com o indice i = 1.

Assim, obtém-se:
B - . D

Baseado em (4.42) e (4.43), a lei de controle do sistema para o passo i = 1 é

definida como:
Pela equagao (4.38) observa-se que

7 <t - 2) = a(t — D), (4.47)

m

o qual escolhido um nimero m de observadores de forma que o primeiro observador i (t)

D
possa convergir para xi(t) = x (t — D+ —> )
m
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Dessa forma, baseado em (4.46) e (4.47) equagao (4.45) se torna:

T1(t)= Az, (t)+LC [:&1 (t—%) xlg;K%)Jt;Ale;? (4.48)

sendo reduzida a:
m

A equagao (4.49) pode ser comparada a (4.12), referente a se¢ao 4.2 para um atraso

% suficientemente pequeno. Assim, tem-se uma solucao majorada pela desigualdade:
121 (D] < Ty + G |1 (8)] oo (4.50)

na qual II; < ale*)‘ltﬁo ,onde oy > 0, \y > 0 e §; > 0 denotam constantes escalares
positivas para um d; suficientemente pequeno.
Igualmente, de forma a provar o segundo passo da induc¢ao matematica, baseado

em (4.8) considere Z»(t) como o segundo erro de estimagao em cascata para o passo i = 2:

Portanto, calcula-se o erro de estimacio Z5(t) da diferenca das equacdes (4.37) e

(4.41):

na qual @5(t) = (A + AA)zy(t)+ (B + AB)us(t) é a representacao para propdsitos de

andlise do sistema (4.37) com o indice ¢ = 2. Assim, obtém-se

Fa(t) = Ao (t) + LOEs (t - g) — LC#(t) + AAzs(t) + ABus(t) . (4.53)

Baseado em (4.42) e (4.51), a lei de controle do sistema para o passo i = 2 é
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definida como:
Assim, pelas equagoes (4.51) e (4.54), é possivel reescrever (4.53):

CABK [z(t) — 22 (D)](1)

Baseado em (4.38) tem-se:

@G—2>:xG—B—D+%Q:xG—D+2):m@. (4.56)

m m m m

Portanto, (4.56) pode ser reescrita como:

H(AA — ABK)as(t),

na qual, baseado em (4.43) torna-se:
. D
Fa(t)=(A + ABK)is(t) — LOT, (t - —) 4+ LCT () + (AA — ABE)zo(t) . (4.58)
m

Dessa forma, uma vez que o sistema (t) decai exponencialmente conforme defi-

nido em (4.50), uma solugao para o sistema (4.58) pode ser majorada pela desigualdade:

1Z2(0)]] < T2 + 01 [J21(8) o + d2flz2(t)loc (4.59)

A

na qual [T < age™™2'%%, para ag >0, Ay >0 e 91,09 > 0 denotam constantes escalares

positivas para 0, e d, suficientemente pequenos, de forma que:

M, =10, = I, (4.60)

na qual I1, < a,e 7%, é a resposta impulsiva, considerando a entrada 7,(¢) tendendo

para a origem, onde «, > 0 e A\, > 0 denotam constantes escalares positivas.
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Assim, de forma a validar a recorréncia da convergéncia do erro, baseado em (4.8)

considere Z;(t) como o erro de estimac@o em cascata para o passo i = j:
T;(t) = ;(t) — 2;(1). (4.61)
O erro de estimagao Z,(t) pode ser obtido da diferenca das equagoes (4.37) e (4.41):

F5(1) = (A + AA)z,; (1) +(B + AB)uy(t)— Ai; () — Buy (t) (4.62)
wfes (i-2) -5,

na qual @;(t) = (A+ AA)z;(t)+ (B + AB)u;(t) é a representagdo para propositos de

andlise do sistema (4.37) com o indice ¢ = j. Dessa forma, obtém-se:

7;(t)=Az;(t) + LCi; (t — %) — LCZj_1(t) + AAz;(t) + ABu,(t). (4.63)

Baseado em (4.42) e (4.61), a lei de controle do sistema com o passo ¢ = j ¢é definida

como:
ui(t) = =K2;(1) = = Klz;(t) — ;)] (4.64)
Assim, pelas equagoes (4.61) e (4.64) é possivel reescrever (4.63):

Fi1(t) = Az, (t) — LOF, (t—g) + LCx, (t—g) — LC#;_1(t) + AAx(t)  (4.65)
—ABK[z;(t)—2;(¢)|(¢).

Baseado em (4.38) tem-se:

” <t—9) :x(t—Q—D—l—‘E) :x<t—D+(j—1)§) — e a(t). (4.66)

m m m

Portanto, (4.66) pode ser reescrita como:

&5(t)=(A+ ABK)i;(t) — LCF, (t - %) + LCxj 1 (t) + LCE;_y (1) (4.67)
+(AA — ABK)(t).
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O erro de estimagdo Z;_1(t) para o passo i = j — 1 é definido por:
Tj1(t) = xja(t) — 25 (1) - (4.68)
Assim, conforme (4.68), tem-se para (5.67):
- - - D -
zj(t)=(A+ ABK)z;(t) — LCZ, (t - E) + LCZj_1(t) + (AA— ABK)x;(t). (4.69)

Dessa forma, uma vez que por induca@o o sistema Z;_;(t) decai exponencialmente
para a origem como ||7;_1(t)]| < IL_1 + §j_a||zj—2(t)|leo + d;—1]|7j-1(t)]|cc , uma solucio

para o sistema (4.69) pode ser majorada pela desigualdade:
125 (01 < TL; + 051 llzj-1 (8)lloo + d5ll ()1 (4.70)

na qual IT; < aje_/\ﬂ'tizjo, paraca; >0, >0¢e 5_j,1, d; > 0 denotam constantes escalares

positivas para d;_; e §; suficientemente pequenos, de forma que:

Hj = Hb * Hj—l, (471)

na qual I, < e 75, é a resposta impulsiva, considerando a entrada Z;_1(¢) tendendo

para a origem, onde oy, > 0 e A\, > 0 denotam constantes escalares positivas.

Dessa forma, por inducao matematica, demonstra-se que o erro de estimacgao de
z(t) da planta tenderd exponencialmente a zero para (j = m) observadores.

Assume-se que a quantidade de m observadores em cascata faca com que % seja
suficientemente pequeno para que a influéncia do atraso seja pequena. Portanto, é possivel
que seja satisfeita a condigao (H4), de forma que a matriz [(A+ABK)— LC| seja Hurwitz,
de forma que o sistema seja exponencialmente estavel.

Dessa forma, é possivel escrever um majorante exponencial para a solucao da

equacao do erro de estimacao total da planta, definido por:

2@ < T1(t) + cad|z(#) [l (4.72)

Aty onde g = sup ||Zo(0)| para 6 = max{d;,0;}.

0e[—D,0]

na qual I1(t) = c.e”
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4.3.3 Andlise de Estabilidade do Sistema de Controle em Malha Fechada

De forma a garantir a estabilizacao do sistema, utiliza-se a lei de controle de reali-
mentagao do estado u(t) = —Kxz(t) + KZ(t) conforme equagao (4.25). Assim, fazendo a

realimentagao da planta, tem-se para a equagao do estado para (4.37) :
#(t) = (A+AA)x(t)+ (—BK — ABK)[z(t) — Z(t)], (4.73)
sendo reduzida a:
#(t) = (A+ AA— BK — ABK)z(t) + (BK + ABK)Z(t) (4.74)

Considere que a equacao (4.74) é andloga a equagao (4.27) da segao 4.2 de forma
a garantir que sejam satisfeitas as hipdteses (H3) e (H5).

Dessa forma, é possivel escrever um majorante exponencial:
lz (@) < cee™ag + crl|Z(t) ]| (4.75)

na qual xj := sup ||zo(0)].
6c[-D,0]

Assim, conforme (4.75) o sistema z(t) serda globalmente exponencialmente estével.

Observacao 4.3 Pode-se dizer que para todo atraso constante D existe um nimero m

de observadores em cascata que satisfaca a relacdo:

m>—, (4.76)

Slle

na qual di € o mdzimo atraso admitido para um unico observador, de forma que tal que
todos os erros de estimagao convergem exponencialmente a zero.

A partir das desigualdades (4.72) e (4.75), aplicando-se o teorema de pequenos
ganhos, os estados dos sistemas Z(t) em cascata e (4.74), terdo um decaimento exponencial
para a origem.

Assim, x(t) representado pela equagdao (4.87) serd globalmente exponencialmente
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estdvel, onde:
o + K05 < c. (4.77)

Pela inequagao (4.77) permite concluir a hipdtese (H3), onde ||AA| < 0, e
|AB|| < 9y deverdo ser suficientemente pequenos e por (H5), deduz-se recursivamente

que, todos os erros de estimacao deverao convergir exponencialmente para a origem.

Finalmente, pode-se enunciar o seguinte Teorema:

Teorema 4.2 Considere o sistema linear (4.37) e a lei de controle por realimenta¢io de
estado estimado (4.42) que utiliza o observador de estado (4.41). Assuma que as hipdteses
(H1) o (H5) sejam satisfeitas. Assim, o erro de saida converge exponencialmente a zero

e o sistema em malha fechada serd globalmente exponencialmente estdvel tal que:
l2(0)] < cxe™z, (4.78)

. - . - T
na qual z5 = ) s[ug , 120(0)|], 2(t) = [T (¢), @5 (¢) ... 2L (2),2T(t)]" e
€[-D,

20 = [#7(0), 35 (0) ... #%(0),25(0)]" , V0 € [-D,0].

m

4.4 Exemplo Numérico

Considere o seguinte sistema linear de segunda ordem, com atraso na saida e que

satisfaz as hipéteses (H1) a (H5) :

) 0 1 0,1 0,1 0 0,1
(t) = + x(t)+ + u(t),  (4.79)
4 =2 0,06 0,06 4 0,06

y(t) = {1 o] w(t — d).
#1(t) 1 (t) 0,1 0,1 0,1

na qual &(t) = ,x(t) = , AA = e AB = :
Fo(t) (1) 0,06 0,06 0,06

Assim, de forma a comprovar a estabilidade para o sistema (4.79), considere as

condicoes abaixo:
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e Conforme a hipétese (H4):

T
— Escolhe-se L = [1, 16 4} de forma que a matriz (A + ABK) — LC seja

Hurwitz. Assim,

0 1 0,1

(A+ABK)—LC = + [1, 430, 25] (4.80)
4 —2| 0,06
1,16
4

cujos autovalores sao -0,94 rad/s e -2,06 rad/s. Ou seja, a matriz é Hurwitz.

— A condicao de existéncia He[(AJFABK)_LC]tH < k e " deve ser obedecida con-
forme a desigualdade em (4.13).
Dessa forma, considere os parametros k = 1,05 e n = 0,84 obtidos pelo filtro
de aproximag¢ao de primeira ordem (first order approximation filter - FOAF),
conforme critério definido em (CUNHA, 2004) de forma a minimizar a norma
exponencial. Assim, tem-se:

14

He[(AwLABK)fLCj t H

12} —— ke

Norma da Exponencial

Figura 18 - Filtro de aproximagao de primeira ordem (FOAF) que satisfaz a desigualdade

He[(AJrABK)fLC] tH < ket
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Pela Figura 18 ¢ possivel perceber que a curva em azul, referente a ||el(A+ABK)=LCT ¢

¢ inferior & curva em vermelho, referente a k e, satisfazendo a condicao.

— A matriz [(A+ ABK) — LC] deve obedecer a condi¢ao de existéncia conforme
k
a desigualdade (4.14), —d (|| LC (A + ABK)|| + [[(LC)?|)) < 1.
n

Considere os mesmos k£ = 1,05 e n = 0,87 para um atraso maximo definido
d = 0,085s para que a condigao (4.14) seja atendida. Assim, o sistema retornou

um valor maximo permitido de 0,9733.
e Conforme a hipétese (H5):

— Define-se o ganho do controlador como K = |1,4292 0,2505| de forma que a
matriz (A + AA — BK — ABK) seja Hurwitz. Assim:
1 0,1 0,1

0
A+AA-BK—-ABK = + (4.81)
4 =2 0,06 0,06

0,1

[1, 4292 0, 2505] ,
0,06

0
— [1, 4292 0, 2505] —
4

cujos autovalores sdo -1 rad/s e -2 rad/s. Ou seja, a matriz (A + AA — BK —
ABK) ¢é Hurwitz.

— A condigdo de existéncia conforme a desigualdade ||e(AFAA=BE-ABK) H| <

ky €™ deve ser obedecida pela matriz (A + AA — BK):
Dessa forma, considere os novos parametros ko = 1,63 e 15 = 0,74 obtidos
pelo mesmo método de filtro de aproximacao de primeira ordem de forma a

minimizar a norma exponencial.
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1.8

He(AwLAAfBKfABK) t H

1.6 —mp t

— koe

Norma da Exponencial

Figura 19 - Filtro de aproximagao de primeira ordem (FOAF) que satisfaz a desigualdade

He(A+AAfBK7ABK) tH < koe Mt

e As condigoes iniciais usadas nas simulagoes sao:

— Sistema e observador, para atraso pequeno d:

0
o(t) = , it =| |, Vtel-d0].

Portanto, atendidas as condigoes definidas serao apresentadas simulagoes do sis-
tema proposto em (4.79) de forma a ilustrar a eficacia dos controladores desenvolvidos.
A Figura 20 apresenta os sinais x1(t) e z2(t) comparados aos sinais Z(t) e Zo(t)

estimados pelo observador, conforme o atraso de d = 0,085 s definido.
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1
Hal
1
_3 | | | | | | | | |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
2
€2
T2
Il
|
N
8
-2
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Figura 20 - Estado z(t) e sua estimativa Z(t) atrasados com d = 0,085s.

Na Figura 21 pode-se observar a saida y(t) medida e a saida ¢(t) estimada por um

unico observador, onde ¢é possivel observar a presenca do atraso d = 0,085s no sistema.
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Figura 21 - Sinal de saida y(t) e sua estimativa y(t) atrasada com d = 0,085s .

Assim, verifica-se que o controle nao foi prejudicado. O sinal de controle wu(t)

mostrado na Figura 22 é gerado a lei de controle (4.5).
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u(®

Figura 22 - Sinal de controle u(t) com d = 0,085s.

Conforme descrito nas definigoes, o atraso maximo permitido para o sistema apre-
sentado é de d = 0,085s. No entanto, foi observado em simulacoes que, para o atraso
d = 0,085s, o sistema com unico observador apresentou melhor desempenho que o sistema
com dois observadores em cascata. Isto indica que o uso de observadores em cascata pode
ser inutil e até mesmo pode nao resultar numa melhoria de desempenho, contrariando a
intuicao.

Uma vez que a matriz A da planta é diferente da matriz A o observador, o diagrama
de Nyquist da fungao de transferéncia G(s) usado no capitulo 3 perde o sentido. Assim,
de forma a dar continuidade ao estudo, considere o atraso de D = 0,17s onde serao
utilizados dois observadores conectados em cascata (m=2). Assim, a Figura 23 apresenta
os sinais x1(t) e x2(t) e a Figura 24 apresenta y , comparando seus valores medidos e

observados, utilizando dois observadores para o atraso para D =0,17s .
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5 T T T T T T
x1
Z1
g
“ 0
g
_5 1 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60 70
4 T T T T T T
x2
To [
_4 1 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60 70

t(s)

Figura 23 - Estado z(t) e sua estimativa Z(t) atrasados com D = 0,17s.
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— Y
U1
U2

Y, Z}l Y2

0 10 20 30 40 50 60 70

Figura 24 - Sinal de saida y(t) e sua estimativa y(¢) atrasada com D = 0,17s.

A Figura 25 apresenta o sinal de controle para o atraso para D = 0,17s .
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Figura 25 - Sinal de controle u(t) com D = 0,17s.

E importante destacar que a estabilidade e o desempenho do controlador sao robus-
tos em relacao ao atraso maior. Assim, esta quantidade de observadores para os mesmos
parametros escolhidos permite a convergéncia para zero do erro de estimacao e a saida
do sistema. Dessa forma, ampliando-se o atraso para D = 0, 3s é possivel observar que o
sistema se mantém estavel com apenas dois observadores, ao contrario do que a estimativa

pela desigualdade (4.14) indicaria diz que seriam necessarios pelo menos 4 observadores

em cascata (m=4).
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051

Y, gl »Y2
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1 1 J
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t(s)

Figura 27 - Sinal de saida y(t) e sua estimativa g(t) atrasada com D = 0,3s.

90
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A Figura 28 apresenta o sinal de controle para o atraso para D = 0,3s.

Il Il Il Il J
0 50 100 150 200 250 300

Figura 28 - Sinal de controle u(t) com D = 0, 3s.

Isto indica que os resultados de (NICULESCU et al., 1998) podem ser bastante
conservadores, uma vez que apenas dois observadores em cascata foram necessarios para
estabilizar o sistema, mesmo na presenca de um atraso na saida D = 0,3s. No en-
tanto, ampliando-se o atraso para valores acima de D = 0,3 s , observou-se por meio de

simulagoes que o estado do sistema de controle se torna instavel.
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5 CONTROLE POR REALIMENTACAO DE SAIDA PARA SISTEMAS
LINEARES COM ATRASO E PERTURBACOES
EXOGENAS

Neste capitulo serd apresentado o projeto desenvolvido para o controlador com
realimentacao de saida baseado em observadores de estado e perturbacao externa. Serao
considerados sistemas com atrasos pequenos ou arbitrarios.

Considera-se sistemas lineares, observaveis, controlaveis e com a saida atrasada,

descritos pela equacao de estado:

i(t) = Ax(t)+ Bu(t)+v(t),

y(t) = Cux(t—r71), (5.1)

na qual z(t) € R™ é o estado, u(t) € R é o sinal de controle, y(t) € R ¢ a saida atrasada e
v(t) € R™ seja uma perturbagao exégena. O atraso 7 pode ser d quando for pequeno ou
D quando for arbitrario.

Daqui por diante, considere ao longo do capitulo que ¢; > 0 e A > 0 denotam
constantes escalares, positivas. A condicdo inicial é definida por x(f) = z(0), 6 €

[—7,0], na qual 7 é o atraso maximo.

5.1 Hipdteses Basicas

Serao utilizados os métodos referentes ao Lema 1.2 da secao 1.5. Assim, para o
sistema (5.1), considera-se as hipGteses:
(H1) As matrizes A, B e C sao conhecidas.
(H2) O atraso 7 é conhecido, suficientemente pequeno e satisfaz a desigualdade 0 < 7 <
7 <7 < o0, onde T e T sao limites inferior e superior, respectivamente.
(H3) A perturbagao exégena v(t) pode ser gerada pelo seguinte sistema dinamico, con-

forme (ASTR()M; WITTENMARK, 1997, Secao 4.3):

dw
dt
v(t) = Cyuw(t), (5.2)

= A,w(t),



93

de forma que os parametros das matrizes A, e C,, sejam conhecidos e o estado w(t) € R

seja desconhecido. Assim sendo, agregando-se (5.1) e (5.2) obtém-se:

©(t) = Ax(t) + Bu(t) + Cpw(t),
w(t) = Ayw(t),
y(t) = Czx(t—r1), (5.3)

X(t) = . (5.4)

5.2 Sistema Linear com Perturbagoes Exdgenas e Atraso Pequeno na Saida

Nesta secao serda abordado o controle de sistemas com atraso pequeno. Assim,
considera-se que 7 = d, onde d e d sao limites inferior e superior, respectivamente. O

sistema de controle (5.1) podera ser reescrito pela equacao de estado:

(t) = Ax(t)+ Bu(t)+v(t),

y(t) = Cu(t—d). (5.5)

Nas proximas secoes serao abordados estudos para o sistema (5.5) em que a per-

turbacao v(t) seja casada ou descasada com a matriz de distribuigdo de controle Bu(t).

5.2.1 Sistema Linear com Perturbacoes Descasadas

Nesta se¢ao considere que a perturbacgao v(t) seja descasada com o termo Bu(t).
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5.2.1.1 Observador de Estado e Lei de Controle

O sistema (5.5) representado pelas equagoes (5.3) e (5.4) assume a forma matricial:

(1) Aol lz0] [B
= + u(t)
w(t) 0 A, w(t) 0
x(t — d)-
yt) = |C o] (5.6)
w(t —d)
Dessa forma, pode-se reescrever a equagao do sistema (5.6) como:
X(t) = AX(t) + Bu(t),
y(t) = CX(t—d). (5.7)
_ A Cy| - B _
na qual A = , B = eC’:[C()].
0 A, 0

Considere a equagao matricial para o observador de estados, para as mesmas ma-

trizes A, B e C-

@ (t) A Col| [2(t) B Ly X
_ + | e+ | o] X -d) - X - d))5.8)
W(t) 0 Ay| |d() 0 2
it = |co] ff(t_d)],
. w(t —d)

_ Ly - _ . (t)
sendo L = | |, onde L1 € R" e Ly € Re X(t) =

w(t)

=>

Ly
(5.9) pode ser reescrita como:

] . Dessa forma, a equagao

— — — ~

X(t) = AX(t)+ Bu(t) + LCIX(t — d) — X(t — d)],
g(t) = CX(t—d). (5.9)

Assim, a lei de controle utiliza o estado estimado pelo observador, ou seja:

u(t) = —KX(t) = —Ki(t) — Kyi(t), (5.10)
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na qual K = [K Kw} pode ser interpretada como a combinacao do termo de reali-

mentacao Kz(t) e o termo de feedforward K,w(t).

5.2.1.2 FErro de Estimacao

Considere o erro de estimacio X (t) definido como:
X(t) = X(t) — X(t), (5.11)

na qual a condicdo inicial é dada por X (0) = Xo(6), 6 € [-7,0].
Assim, o erro de estimacao pode ser obtido da diferenca entre as equagoes (5.7) e

(5.9):

~ — — — A — — — A

X(t) = AX(t)+ Bu(t) — AX(t) — Bu(t) — LC[X(t —d) — X(t — d)], (5.12)
sendo reduzida a:
X(t) = AX(t) - LCX(t—d). (5.13)

A determinagao dos coeficientes adequados para a matriz (A — LC) do sistema
(5.13) permitird que o comportamento dinamico do vetor de erro seja exponencialmente

estavel. Assim, considere a proxima hipdtese:

(H4)A matriz do observador L da equacao (5.13) devera ser projetada adequadamente
de forma que a matriz (A — LC) seja Hurwitz.
Conforme assumido no Lema 1.2 da se¢ao 1.5 (NICULESCU et al., 1998) , tal

que a desigualdade:

(A-LC)t

e <kem (5.14)

seja satisfeita para k > 1 e n > 0 conhecidos. De forma que para um d suficientemente

pequeno, os parametros do sistema devem satisfazer:

E - _
5d||LC Al + |(LOY?|| < 1. (5.15)
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Logo, a solugao para (5.13) pode ser expressa por:
X(t) = @1 (t, Xy), (5.16)

na qual ®; (¢, X) € R” € é a funcéo de transicao de estados para a condicao inicial Xo(t).

Dessa forma, a equagao (5.16) pode ser majorada por:
1@ (t, Xo)|| < cre™™ X, (5.17)

na qual X; := sup |[Xo(6)].
6€[—d,0]

Baseando-se na equagao (5.17), a solugao Z(t) para a equagao (5.13) satisfaz:

IX (1)) < cre™EXE (5.18)

Assim, o erro de estimacio X (t) tenderd exponencialmente a zero, conforme (5.18)

5.2.1.3 Andlise de Estabilidade do Sistema de Controle em Malha Fechada

A equagao de estado (5.6) com sinal de controle (5.10) pode ser reescrita como:

%(t) T e I R I —EX(1)] . (5.19)
w(t) 0 Au| [w(t) 0
de onde se obtém:
X(t) = AX(t) - BRX(1). (5.20)
Baseado em (5.11) , reconsidere (5.20):
X(1) = AX(t) - BRIX (1) - X(1)]. (5.21)

sendo reescrita como:

X(t) = (A—- BK)X(t) + BKX(t). (5.22)
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Considere a equagao do estado de (5.19):

#(t) = Ax(t) — BKi(t) — BK,i(t) + Cpw(t). (5.23)

W(t) = w(t) — o(t), (5.24)

B(t) = o(t) — i(t). (5.25)
Dessa forma, a equacio (5.23) se torna:
#(t) = Ax(t) — BK[z(t) — #(t)] — BK Jw(t) — o(t)] + Cow(t),  (5.26)
sendo reescrita como:
#(t) = (A—BEK)x(t)+ (Cy — BKu(t) + BIK#(t) + Koi(t).  (5.27)

Dessa forma, a solugao para a equacao dindmica (5.27) pode ser expressa como:

(t) = Bo(t, ) + /Gl(m) {(Cu— BELO 11X(7) + BKII 0)X(7)
+BEK,[0 J]X(T)} dr,  (5.28)

A=BK)tz, € R™. A resposta impulsiva G (¢, 7) € R™" é a solucdo

na qual 2(t) = ®y(t, 2¢)e'
da equacdo diferencial homogénea i(t) = (A — BK)xz(t) com condigao inicial z(7) = I,
para t > 7, z(t) = 0 para t < 7 e 7 é o instante de aplicagao do impulso de G;.

De forma a obter um resultado que satisfaga a equacao (5.28), considera-se os

passos a seguir:

[®a(t, 20)|| < cre™ g, (5.29)

IGi(t, ) < ese ™ Vi > 1 >0, (5.30)
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Dessa forma, baseando-se nas equacoes (5.28),(5.29), (5.30) e na relacio X (t) de-

finida em (5.18), reescreve-se uma nova equagao para (5.27):
|z(t)|| < coe™ 2zt + 36723 s ey w(t)]| oo + cse 5 * ||cre™MEXE. (5.31)

A primeira convolu¢do pode ser majorada , conforme descrito em (DESOER;

VIDYASAGAR, 2009):
[[ese™ " % caflw(t)l|oo| < llese™ " |l1 callw(®)]lsc . (5.32)
Assim sendo, a equagao (5.32) pode ser representada por:
eyt = /0 T lese = dt allw(®)]o, (5.33)
de onde podemos afirmar:

Hcg,e’\stHl:/O lcse™ M dt < i—z < 0. (5.34)

Dessa forma pode ser considerado para a convolucao da equagao (5.32):

_ Cc3C
| ese™ % cqllw(t)]||| < i\—;Hw(t)Hoo. (5.35)

A segunda convolugao pode ser majorada, conforme (DESOER; VIDYASAGAR,
2009):

lese ™3t % cre ™ MEXE || < |lese MEXE + cge X (5.36)

Assim, o sistema (5.27) serd ISS com relagao a w(t) e Z(t):

2 ()] < cse™ 2t + Ci—?”w(t)”oo Fese XY+ cge Mt X (5.37)
Sendo reescrita:
()] < cae™2 s + ZX fuw(t) oo + crem ™A, (5.38)

A3
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na qual Zj:= sup [|Zo(0)] e X = sup 1 X0(0)]|.
0e[—d,0] 0e[—d,0]

Dessa forma, a equagao (5.38) demonstra que héd no sistema um residuo da per-
turbagao. Assim, a constante % devera ser pequena o suficiente para que os efeitos da

perturbagao sejam bastante atenuados.

5.2.2 Sistema Linear com Perturbagoes Casadas

Nesta segao considere que a perturbacao v(t) seja casada com o termo Bu(t).

Assim, é possivel reescrever a equagao de x(t) de (5.5) :

#(t) = Ax(t)+ Blu(t) + o(t)], (5.39)

na qual 7(t) € R seja uma perturbagao exégena, de forma que:

dw
dt
v(t) = Cuw(t), (5.40)

x(t) _ A BC,| |z(t) N B ()
w(t) 0 Ay, w(t) 0
yt) = [C 0] S (5.41)
w(t —d)

Supoe-se que C,, da equacao (5.6) possa ser substituida por C,, = BC,,. Assim,

pode-se reescrever a equagao da planta (5.41) como:

X(t) = A*X(t)+ Bu(t),

y(t) = CX(t—d). (5.42)

A BC,
0 A, |

de forma que A* =

Considere a equagao do estado do sistema (5.41) com as devidas substituigdes por
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(5.2) e (5.10). Assim, tem-se:

©(t) = Ax(t)+ B[-Kiz(t) — K,w(t) + Cpw(t)]. (5.43)
Das equacdes (5.24) e (5.25):
i(t) = Ax(t)— BKx(t) + BKi(t) — BK,w(t) + BK,(t) + BCyw(t). (5.44)
Dessa forma a equacdo (5.44) se torna:
i(t) = (A— BK)x(t) + B(=K,, + C,)w(t) + B[KZ(t) + K,w(t)). (5.45)

Uma vez que foi comprovado por (5.37) que o erro de estimagao Z(t) ird para zero

e que os termos sao conhecidos, pelo método de perturbacao casada, pode-se definir:
K, = C,. (5.46)

Assim, conforme a equagao (5.46), o segundo termo serd cancelado. Dessa forma,

é possivel escrever um novo majorante para a solu¢ao da equagao (5.45):
|z(t)|| < croe™™M0zh 4 cpre X (5.47)

na qual zj := sup [|zo(0)] e X = sup 1 X0(8)]|.
0e[—d,0] 0e[—d,0]
Dessa forma, uma vez que a perturbacao podera ser anulada, o sistema serd ISS

com relacao a w(t) e Z(t), sendo globalmente exponencialmente estavel.

Observagao 5.1 A inclusdo de incertezas na matriz exdgena apresentada pelo sistema
inicial (5.5) pode sequir os mesmos passos feitos anteriores, onde se fez uso de observa-
dores para estimar o estado ndao medido, de forma a levar o sistema de controle para a

estabilidade.

Finalmente, pode-se enunciar o seguinte Teorema:

Teorema 5.1 Considere o sistema linear com atraso (5.5) e a lei de controle por reali-

mentagdo de estado estimado (5.10) que utiliza o observador de estado (5.9). Assuma que
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as hipdteses (H1) a (HY) sejam satisfeitas. Assim, o erro de saida converge exponenci-
almente a zero e o sistema em malha fechada serd globalmente exponencialmente estavel

para:

l2(0)|| < coe™t28, ¥t >0, (5.48)

na qual 25 = sup ||z0(0)]], 2(t) = [XT(t),xT(t)}T ezy = [Xg(@),xOT(Q)]T , V0 € [—d,0].
0e[—d,0]

5.3 Sistema Linear com Perturbacoes Exdégenas e Atraso Arbitrario na Saida

Nesta secao serd abordado o controle de sistemas com atraso arbitrario. Assim,
considere que 7 = D, onde D e D sao limites inferior e superior, respectivamente. Assim,
¢ abordado o uso de observadores em cascata para estimacao do estado. Entao, o sistema

(5.1) a ser controlado poderd ser reescrito:

i(t) = Ax(t)+ Bu(t)+v(t),

y(t) = Cz(t— D). (5.49)

Nas préximas segoes serao abordados estudos para o sistema (5.49) em que a

perturbagao v(t) seja casada ou descasada com o termo Bu(t).

5.3.1 Sistema Linear com Perturbacoes Descasadas

Nesta segao considere que a perturbagao v(t) seja descasada com o termo Bu(t).

5.3.1.1 Observador de Estado e Lei de Controle

O sistema (5.49) é representado pelas equagoes (5.3) e (5.4) assume a forma ma-

tricial:

x(t) _ A C, x(t) N B ()
w(t) 0 Au| |w(t) 0
y(t) = [C 0] =D (5.50)
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Dessa forma, pode-se reescrever a equagao da planta (5.50) como:

X(t) = AX(t)+ Bu(t),

y(t) = CX(t— D). (5.51)

O controle de sistemas com atraso arbitrario foi abordado por (AHMED-ALI;
CHERRIER; LAMNABHI-LAGARRIGUE, 2012), demonstrado na se¢ao 3.3, e com con-
trole por modo deslizante que aplica observadores conectados em cascata por (COUTI-
NHO, 2012). A principal diferenca do sistema original de referéncia pelo desenvolvido
¢ possuir ainda a perturbacao exdgena desconhecida. Dessa forma, para o observador
de estados estimado, basta adicionar observadores em cascata a medida que o atraso D

aumenta.

Observacao 5.2 O observador de estados em cascata estimard um vetor de estado atra-
sado dado por % de forma que vetor Xj(t) € uma estimativa do estado atrasado X;(t) e

X, (t) € uma estimativa de X (t).

Assim, considere as seguintes notagoes para representar o estado e o sinal de con-

trole:
X;(t) = X <t - D +j%) , (5.52)
wit) = u (t - D +g§) , (5.53)

e para o estado do observador:
. . D
X;(t) = X (t - D +]E) , (5.54)

na qual j = 1,...,m. Entao, o observador para estimagao do estado é descrito pelas



103

seguintes equacoes:

?jm(t) = éXm(t) (5.55)

~

O vetor X(t) é uma estimativa do estado atrasado X;(t) e X (t) := X,,(t) é uma
estimativa de X (t).

Baseado em (5.10), adota-se a lei de controle baseada no estado estimado:

u(t) = —K X, (t). (5.56)

5.3.1.2 Erros de Estimacao

Conforme demonstrado em (AHMED-ALIL; CHERRIER; LAMNABHI-LAGARRIGUE,
2012, Teorema 1) ha uma quantidade suficiente de m observadores em cascata de tal modo
que o estado do ultimo observador em (5.50) converge exponencialmente para o estado do
sistema (5.5). Dessa forma, a convergéncia do observador em cascata serd provada passo
a passo pelo método de inducao matematica.

Assim, baseado em (5.11) considere X;(t) como o primeiro erro de estimacdo em

cascata para o passo ¢ = 1:

Xi(t) = Xa(t) — Xu(2). (5.57)
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Portanto, é possivel calcular );(1 (t) da diferenga das equagoes (5.51) e (5.55):
2 - _ — _ I D
m

na qual X, (t) = AX,(t)+ Buy(t) é a representacio do sistema (5.51) com sinais atrasados

que, para propoésitos de andlise, foi representado com o indice i = 1. Assim, obtém-se

X\ (t)=AX,(t) + LC [Xl (t - 2) X (t— D)] . (5.59)

m

No entanto, pela equagao (5.52) observa-se que

m

X, <t _ 9) — X(t-D), (5.60)

o qual escolhido um niimero m de observadores de forma que o primeiro observador X ()

D
possa convergir para X;(t) = X <t - D+ —) .
m

Dessa forma, a equagao (5.59) se torna:

X\()=AX,(t) + LC [Xl (t - %) - X (t - 2)} : (5.61)

m

sendo reduzida a:
- -~ D
X1(t)=AX 1 (t) — LCX,4 (t — —) . (5.62)

A equagao (5.62) pode ser comparada a (5.13), referente a se¢@o 5.2 para um atraso

% suficientemente pequeno. Assim, tem-se uma solugao majorada pela desigualdade:

X2 (6] < Ty, (5.63)

na qual II; < ale_)‘lti"{o ,onde a; > 0 e A\; > 0 denotam constantes escalares positivas.

Igualmente, de forma a provar o segundo passo da inducao matematica, baseado

em (5.11) considere X5(t) como o segundo erro de estimagdo em cascata para o passo

1= 2:
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~ A

Xo(t) = Xo(t) — Xa(t). (5.64)

Portanto, o erro de estimacao Xg(t) pode ser obtido da diferenca das equacoes

(5.51) e (5.55):
XQ(t):/_ng(t) + BUQ(t) — AXQ(t) — BUg(t) + I_/ |:C_’X2 <t — %) — g1:| s (565)

na qual X,(t) = AX,(t) + Busy(t) é a representacdo para propésitos de anélise do sistema

(5.51) com o indice i = 2. Assim, obtém-se

Dot = A%o(t) + LC K, (t _ 9) _LOX(), (5.66)

m

na qual baseado em (5.64), é possivel reescrever (5.66):

Xy(t)=AX,y(t) — LOX, (t - 2) + LCX, (t — 2) — LCX(t). (5.67)

m m

Conforme em (5.52) tem-se:

;&0—2)—XG—2—D+§S—XGFD+%)—&®. (5.68)

m m m

Portanto, (5.67) pode ser reescrita como:

Xo(t)=AXy(t) — LC Xy (t — 2) + LCX,(t) — LCXy(t), (5.69)

m

na qual, baseada em (5.57) , torna-se:

S0t = AKa(t) — LOK, (t - 9) L IOX (). (5.70)

m

Dessa forma, uma vez que o sistema X;(t) decai exponencialmente conforme defi-

nido em (5.63), uma solugao para o sistema (5.70) pode ser majorada pela desigualdade:

| Xa(t)] =T1a Ty, (5.71)
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na qual I, < a,e 7% é a resposta impulsiva, considerando a entrada X1 (t) tendendo
para a origem e I, < aye &5, para I, = |[LCX,(t)|| < ||LC|| - II;. Considere que
Qg,ap > 0 e Ay, Ay > 0 denotam constantes escalares positivas. Assim, a convolugao pode

ser majorada conforme descrito em (DESOER; VIDYASAGAR, 2009):

T, * T[] < T, (5.72)

na qual I, < age_)‘ﬂjgo , onde ag > 0 e Ay > 0 denotam constantes escalares positivas.

Contudo, a solucéo para o estado X,(t) representado pela equacio (5.71), satisfaz:
1X(2)]] < T, (5.73)

Assim, de forma a validar a recorréncia da convergéncia do erro, baseado em (5.11)

considere agora o erro de estimacio X ;(t) definido para o passo i = j:
X(t) = X,(0) - X (0). (5.74)

Calcula-se o erro de estimacao X ;(t) da diferenca das equagoes (5.51) e (5.55):

X;(t)=AX,(t) + Buy(t) — AX;(t) — Bu(t) + L {Cf(j (t - g) — ;gjl] . (5.75)

na qual X i(t) = AX;(t) + Bu,(t) é a representacio para propdsitos de andlise do sistema

(5.51) com o indice i = j. Dessa forma, obtém-se:

X;(t)=AX;(t) + LCX; (t - %) — LCX;_4(t). (5.76)

Assim, pela equagao (5.74), é possivel reescrever (5.76):

(t) — LCX; (t — 2) + LCX; (t — %) — LOX; 4(t). (5.77)

m

=
T
N
=

Baseado em (5.52) tem-se:

m m

X, (t—%) :X<t—2—D+‘E) :X(t—DJr(j—l)%) — X, (). (5.78)
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Portanto, (5.77) pode ser reescrita como:

X;(t)=AX;(t) — LCX; (t — %) + LOX, 4(t) — LCX;_4(t). (5.79)

O erro de estimacao Xj_l(t) para o passo ¢ = j — 1 é definido por:

~ A~

Xjo1(t) = Xja(t) — Xja(t) . (5.80)

Assim, conforme (5.80), tem-se para (5.79):

K1) = A%,(t) — ICX, (t _ g) LIOK, (), (5.81)

Dessa forma, uma vez que por inducao o sistema X j—1(t) decai exponencialmente
para a origem origem como ||X;_;(t)|| < II;_;, uma solucio para o sistema (5.81) pode

ser majorada pela desigualdade:

1,0l = T, * T, (5.582)

Aetg*, é a resposta impulsiva, considerando a entrada X;_(¢) tendendo

na qual II, < a.e™
para a origem e Il; < age 3% para Iy = ||[LCX;_ ()| < ||LC|| - T,_;. Considere que
e, aq > 0e A, A\g > 0 denotam constantes escalares positivas. Assim, a convolucao pode

ser majorada conforme descrito em (DESOER; VIDYASAGAR, 2009):

I, + L)) <11, (5.83)

A

na qual II; < aje” jt.f;k»o, onde a; > 0 e A\; > 0 denotam constantes escalares positivas.

Contudo, a solucio para o estado X ;(t) representado pela equagao (5.82), se torna:
1% < 105 (5.84)

Dessa forma, por indugdo matematica, demonstra-se que o erro de estimagao X (t)
da planta tendera exponencialmente a zero para (j = m) obsservadores.
Assume-se que a quantidade de m observadores em cascata faca com que % seja

suficientemente pequeno para que a influéncia do atraso seja pequena. Uma vez que o
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estagio do observador adianta a saida de % apos m passos, entao a saida deixa de estar
atrasada. Assim um observador em cascata é um observador padrao de Luenberger para
estimar o estado X ().

Portanto, é possivel que seja satisfeita a condicao (H4) de forma que a matriz
(A — LC) seja Hurwitz. Assim, é possivel escrever um majorante exponencial para a

solugao da equacao do erro de estimacao total da planta, definido por:
IX (1)) < cae™ ' X5, (5.85)

na qual X := sup 1 X0(8)]|.
0e[—D,0]

5.3.1.3 Andlise de Estabilidade do Sistema de Controle em Malha Fechada

Baseado em (5.10), considere a equagao do estado referente ao sistema (5.50) re-

presentada por:

w(t)| A Cu| |x(t) B [—I_{X(t)} (5.56)
w(t) 0 Ayl |w() 0
sendo rescrita como:
X(t) = AX(t) — BEX(t). (5.87)
Baseado em (5.11) , reconsidere (5.87):
X(t) = AX(t) — BK[X(t) — X (t)], (5.88)
sendo reescrita como:
X(t) = (A— BR)X(t) + BEX(t). (5.89)

Dessa forma a equagao (5.89) pode ser comparada & equagao (5.22) para um atraso

% suficientemente pequeno. Assim, considere a equagao do estado de (5.86):

#(t) = Ax(t) — BKi(t) — BK,i(t) + Cow(t). (5.90)
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Considere (5.24) e (5.25). Assim a equagao (5.90) se torna:
w(t) = Ax(t) — BKz(t) — Z(t)] — BK,[w(t) — w(t)] + Cpw(t), (5.91)
sendo reescrita como:
#(t) = (A—BK)x(t)+ (Cy — BKy,)w(t) + BIKZ(t) + K,w(t)]. (5.92)

Dessa forma, a equagao (5.92) pode ser comparada a (5.27). Assim, é possivel

escrever um majorante exponencial para a solucao da equagao:

lx(t)]] < cbe’)"’t:c{; + co]|w(t)|| oo + cde”\dt)?g. (5.93)

na qual zj:= sup |lzo(0)]| e X = sup 1 X0(8)]]-
0e[—D,0] 0e[—D,0]

Dessa forma, a equacao (5.93) demonstra que ha no sistema um residuo da per-
turbacao, onde a constante c. devera ser pequena o suficiente para que os efeitos da

perturbagao sejam bastante atenuados.

5.3.2 Sistema Linear com Perturbagoes Casadas

Supondo que a perturbagao v(t) seja casada com o termo Bu(t). Assim, é possivel

reescrever a equacao de @(t) de (5.49) como:

#(t) = Ax(t)+ Blu(t) + o(t)], (5.94)

na qual r(t) € R., conforme (5.40)

Dessa forma, o sistema (5.94) pode ser representada por

@(t) _ A BC,| |z(t) N B u(t)
w(t) 0 A, w(t) 0
yt) = |C o] w=ny (5.95)
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Supoe-se que C,, da equacao (5.50) possa ser substituida por C,, = BC,,. Assim,

pode-se reescrever a equagao da planta (5.95) como:

X(t) = A*X(t)+ Bu(t),

y(t) = CX(t— D). (5.96)

A BC,
0 A, |

na qual A* =

Considere a equacao do estado do sistema (5.94) com as devidas substituigoes por

(5.2) e (5.10). Assim, tem-se:
w(t) = Ax(t) + B[-Ki(t) — K,w(t) + Cpw(t)]. (5.97)
Das equacdes (5.24) e (5.25):
i(t) = Ax(t) — BKx(t) + BKi(t) — BK,w(t) + BK,w(t) + BCyw(t). (5.98)
Dessa forma a equacao (5.98) se torna:
#(t) = (A—BK)x(t)+ B(—K, + C,)w(t) + B(K% + K,0), (5.99)

sendo a mesma equacao de (5.45). Dessa forma, é possivel escrever um majorante expo-

nencial para a solugao da equagao (5.99):

|2(t)]] < cee el + cre MIXE, (5.100)

na qual Iy := sup |[To(0)]| e X = sup 1 X0(8)]| -
0e[-D,0] 0e[—D,0]

Dessa forma o sistema serd ISS com relagdo a w(t) e Z(t), sendo globalmente

exponencialmente estavel.

Observagao 5.3 Dessa forma, pode-se dizer que para todo atraso constante D existe um
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numero m de observadores em cascata que satisfaca a relagao:
D
m 2> —, (5.101)
dy
na qual di € o mdzrimo atraso admitido para um unico observador, de forma que tal que

todos os erros de estimacao convergem exponencialmente a zero.

Finalmente, pode-se enunciar o seguinte Teorema:

Teorema 5.2 Considere o sistema linear (5.49) e a lei de controle por realimentagdo de
estado estimado (5.56) que utiliza o observador de estado (5.50). Assuma que as hipdteses
(H1) o (H4) sejam satisfeitas. Assim, o erro de saida converge exponencialmente a zero

e o sistema em malha fechada serd globalmente exponencialmente estavel tal que:

12(8)]] < ez, (5.102)

na qual z5 = ees[ilgo] lz0(0)||, 2(t) = [XlT(t), Ty ... XE),2T(@t)| e
20 = | XT(0), XT(0) ... Xg(e),xg(e)r V6 [=D,0].

5.4 Exemplo Numérico

Considere o seguinte sistema linear baseado na equacgao (5.6) que satisfaz as hipdteses

(H1) a (H4) com perturbagoes casadas:

) A BC, B
X(t) = X(t) + u(t)
0 A, 0
y(t) = :c o] X(t - d). (5.103)

. T
na qual X(t) = | e X(t) =

0 —1
Considere que a perturbagao casada seja dada por uma senéide onde A,, =

1 0
e Cp = [1 ()], conforme definido em (ASTROM; WITTENMARK, 1997). Assim tem-
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0 1 T
se para a planta que A = , B = [0 4} e C = [1 0] Onde deduz-se
4 =2
0 1 0 O
_ 4 -2 4 0
A=
0 0 0 -1
0O 0 1 0

Assim, de forma a comprovar a estabilidade para o sistema (5.103), considere as

condicoes abaixo:

e Conforme a hipétese (H4):

T o
— Escolhe-se L= (8 10 13 12| de forma que a matriz (A—LC') seja Hurwitz.

Assim:

0 1 0 —1 8
4 =21 0 10
A—LC = — [1 00 0}, (5.104)
0 0 0 —1 13
0 0 1 0 12

cujos autovalores sao -1 rad/s , -2 rad/s , -3 rad/s e -4 rad/s. Ou seja, a matriz
(A — LC) é Hurwitz.
— A a condicao de existéncia He(A*Zé)t‘

desigualdade (5.14).

‘ < k e " deve ser obedecida conforme a

Dessa forma, considere os parametros k = 3,01 e n = 0,59 obtidos pelo filtro
de aproximag¢ao de primeira ordem (first order approximation filter - FOAF'),
conforme critério definido em (CUNHA, 2004) de forma a minimizar a norma

exponencial. Assim, tem-se:
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Norma da Exponencial

Figura 29 - Filtro de aproximagao de primeira ordem (FOAF) que satisfaz a desigualdade

He(gié) tH < ke |

Pela Figura 29 é possivel perceber que a curva em azul, referente a ||e(A=O%||

é inferior & curva em vermelho, referente & k e~ satisfazendo a condicio.
Eoo__ o
— A condigdo de existéncia —d||LC Al + ||(LC)?|| < 1 deve ser obedecida con-
n
forme a desigualdade (5.15).

Considere os mesmos k£ = 3,01 e n = 0,59 para um atraso maximo definido
d = 0,0009s para que a condi¢ao (5.15) seja atendida. Assim, o sistema

retornou um valor maximo permitido de 0,9598.

e Escolhe-se o ganho do controlador como K = [K Kw] = [1,5 0,25 1 0|. Este
foi definido de tal forma que os controladores da matriz (A — BK) sejam —1rad/s

e —2rad/s.
e As condigoes iniciais usadas nas simulagoes sao:

— Sistema e observador, para atraso pequeno d:
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, Vte|-d,0.

— Sistema e observadores em cascata, para atraso arbitrario D:

x(t)

—2

0

0
0
0

, Vte[-D,0].

Portanto, serdo apresentadas simulagoes do sistema proposto em (5.103) de forma

a ilustrar a eficdcia dos controladores desenvolvidos.

A Figura 30 apresenta os sinais x(t), x2(t), x3(t) e x4(t) comparados aos sinais

T1(t), T2(t), 3(t) e T4(t) estimados pelo observador.

A

T2, &2

r3, T3

T4, T4

@ 1
//— :iil I
1 . 1 1 1 1 1 1
1 2 3 5 6 7 8 9 10
(b) T2
To |
1 2 3 5 6 7 8 9 10
© -
I &5 [
1 2 3 5 6 7 8 9 10
(d) 74
L i H
1 1 1 1 1 1 1

10

Figura 30 - Estado z(t) e sua estimativa Z(t) atrasados com d = 0,0009s.

Na Figura 31 pode-se observar a saida y(t) medida e a saida ¢(t) estimada por um

unico observador na presenca do atraso d = 0,0009s no sistema.
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— Y
Yy
05}
0 L
> 05
>
-1
_15 .
_2 1 1 1 1 1 1 1 1 J
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Figura 31 - Sinal de saida y(t) e sua estimativa ¢(t) atrasada com d = 0,0009s .

O sinal de controle u(t) mostrado na Figura 32 é gerado pela lei de controle (5.10).
As oscilagoes senoidais no sinal de controle sao resultantes da perturbacao estimada e
cancelam a perturbacao casada. Assim, os efeitos da perturbacao sao eliminados no estado

e na saida da planta, conforme se observa nas Figura 30(.a), Figura 30(.b) e Figura 31.
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Figura 32 - Sinal de controle u(t) com d = 0,0009s.

Conforme descrito nas definigoes, o atraso maximo permitido para o sistema apre-
sentado é de d = 0, 0009s.

Uma vez que a matriz de controle A possui um autovalor instavel e dois auto-
valores na origem do eixo imaginério, o diagrama de Nyquist da funcao de transferéncia
G(s) = e *dC (s — A)~LL deverd envolver o ponto —1 no sentido anti-horario. No entanto,
observa-se pela Figura 33 que nao é possivel verificar o sentido da trajetéria, devido a
escala do diagrama ser da ordem de 108. No entanto, observou-se por meio de simulacoes
que os atrasos de d = 0,12s e d = 0, 15, sao os valores de atraso maximo permitido para
o sistema se manter estavel e que o valor de d = 0, 18 s verifica-se que o sistema torna-se

instavel.
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d=0,12s
2l d=0,15s
d=0,18s
1.5F -
1k 4
g 0.5 N
<
2
g
5 o+ -
<
E
_05 - ~
,l - ~
_15 - ~
,2 - ~
_25 | | | | |
-15 -1 -0.5 Real Axis 0.5 1 15

Figura 33 - Diagrama de Nyquist para trés valores de atraso .

Assim, de forma a dar continuidade ao estudo, considere um atraso para D =
0,0018s onde serao utilizados dois observadores conectados em cascata (m=2). Assim,
a Figura 34 apresenta os sinais x1(t), x2(t), x3(t) e x4(t) e a Figura 35 apresenta y ,
comparando seus valores medidos e observados, utilizando dois observadores para o atraso

para D = 0,0018s .



a T
g @ =
= 05z4¢’-§§§\§h‘_____—————'—' o ]
g
_5 Il Il
0 5 10 15
5 T T
D
N" A
H _5 | 1 :1:2
0 5 10 15
2 T T
& © T3
s Of Z3 ]
g ~
_2 Il 1
0 5 10 15
2 T T
- @ =
0 A~
_2 Il Il
0 5 10 15

t(s)

Figura 34 - Estado z(t) e sua estimativa Z(t) atrasados com D = 0,0018s.

t(s)

Figura 35 - Sinal de saida y(t) e sua estimativa y(¢) atrasada com D = 0,0018s.

A Figura 36 apresenta o sinal de controle para o atraso para D = 0,0018s.

118



119

Figura 36 - Sinal de controle u(t) com D = 0,0018s.

E importante destacar que a estabilidade e o desempenho do controlador sao robus-
tos em relacao ao atraso maior. Assim, esta quantidade de observadores para os mesmos
parametros escolhidos permite a convergéncia para zero do erro de estimacao e a saida
do sistema. Dessa forma, ampliando-se o atraso para D = 0,3s , duas vezes o valor de
referéncia obtido pelo grafico de Nyquist em Figura 33, é possivel observar que o sis-
tema se mantém estavel com apenas dois observadores, ao contrario do que a estimativa

pela desigualdade (5.15) indicaria diz que seriam necessérios 334 observadores em cascata

(m=334).



il

Figura 37 - Estado z(t) e sua estimativa Z(t) atrasados com D = 0, 3s.
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Figura 38 - Sinal de saida y(t) e sua estimativa g(t) atrasada com D = 0,3s.

A Figura 39 apresenta o sinal de controle para o atraso para D = 0, 3s.
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Figura 39 - Sinal de controle u(t) com D = 0, 3s.
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Isto indica que os resultados de (NICULESCU et al., 1998) podem ser bastante

conservadores, uma vez que apenas dois observadores em cascata foram necessarios para

estabilizar o sistema, mesmo na presenca de um atraso na saida D = 0,3s. No entanto,

ampliando-se o atraso para D = 0,36s , duas vezes o valor de referéncia obtido pelo

grafico de Nyquist na Figura 33 onde o estado do sistema sistema seria instavel, observa-

se que o sistema de controle nao converge para a origem, conforme ilustrado nas Figuras

40 a 42.
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Figura 40 - Estado x(t) e sua estimativa z(t) atrasados com D = 0,36s.
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Figura 41 - Sinal de saida y(t) e sua estimativa ¢(¢) atrasada com D = 0,36s.



x 10°

Figura 42 - Sinal de controle u(t) com D = 0,365s.
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6 CONTROLE POR REALIMENTACAO DE SAIDA PARA SISTEMAS
LINEARES INCERTOS COM ATRASO E
PERTURBACOES EXOGENAS

Neste capitulo serd apresentado o projeto desenvolvido para o controlador com
realimentacao de saida baseado em observadores de estado , incertezas paramétricas na
matriz de estado e perturbagoes exdgenas. Serao considerados sistemas com atrasos pe-
quenos ou arbitrarios.

Considera-se sistemas lineares, observaveis, controlaveis e com a saida atrasada,

descritos pela equacao de estado:

w(t) = (A+ AA)x(t)+ Bu(t) +v(t),
y(t) = Cx(t—r1), (6.1)

na qual x(t) € R™ é o estado, u(t) € R é o sinal de controle, y(t) € R é a saida atrasada.
O atraso 7 pode ser d quando for pequeno ou D quando for arbitrario. Sendo AA a
incerteza paramétricas na matriz de estado A e v(t) uma perturbagao exdgena. Nao héd
incertezas nas matrizes B e C'. Daqui por diante, considere ao longo do capitulo que
¢; > 0 e \; > 0 denotam constantes escalares, positivas. A condigao inicial é definida por

z(0) = zo(0), 6 € [—7,0], na qual 7 é o atraso maximo.

6.1 Hipoteses Basicas

Serao utilizados os métodos referentes ao Lema 1.2 da secao 1.5. Assim, para o
sistema (6.1), considera-se as hipdteses:
(H1) As matrizes A, B e C sdo conhecidas.
(H2) O atraso 7 é conhecido, suficientemente pequeno e satisfaz a desigualdade 0 < 7 <
T < T < 00, onde 7T e T sao limites inferior e superior, respectivamente.

(H3) A norma da incerteza paramétrica na matriz de estado satisfaz a desigualdade

jad] < 6.2)
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para valores suficientemente pequenos de §, > 0.

(H4) Considere-se para a perturbagao exégena v(t):

dw
il Ayw(l),
v(t) = Cyuw(t), (6.3)

de forma que os parametros das matrizes A,, e C,, sejam conhecidos e o parametro w(t) €

R seja desconhecido. Assim sendo, considere a nova equagao para (6.1):

©(t) = Ax(t) + Bu(t) + Cpw(t),
w(t) = Ayw(t),
y(t) = Cx(t—r1), (6.4)

de onde se define a matriz de estados:

6.2 Sistema Linear com Perturbacgoes, Incertezas na Matriz de Estados e

Atraso Pequeno na Saida

Nesta secao serda abordado o controle de sistemas com atraso pequeno. Assim,
considera-se que 7 = d, onde d e d sao limites inferior e superior, respectivamente. O

sistema de controle (6.1) poderd ser reescrito pela equagao de estado:

() = (A+AA)x(t) + Bu(t) +v(t),
y(t) = Cz(t—d), (6.6)

Nas proximas segoes serdao abordados estudos para o sistema (6.6) em que a per-

turbagao v(t) seja casada ou descasada com a matriz de distribui¢ao de controle Bu(t).

6.2.1 Sistema Linear com Perturbacoes Descasadas

Nesta se¢ao considere que a perturbacgao v(t) seja descasada com o termo Bu(t).
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6.2.1.1 Observador de Estado e Lei de Controle

O sistema (6.6) representado pelas equagoes (6.4) e (6.5) assume a forma matricial:

[:&(t)] ( A c,| laa o ) [x(t):| [B]
' = + u(t)
w(t) 0 A, 0 0 w(t) 0
y(t) = [C 0} wlt=d) (6.7)
w(t —d)
Dessa forma, pode-se reescrever a equagao do sistema (6.7) como:
X(t) = (A+AAX(t)+ Bu(t),
y(t) = CX(t—d), (6.8)
_ A C, _ AA 0| _ B _
na qual A = , AA = , B= eC:[CO].
0 A, 0 0 0

Considere a equagao matricial para o observador de estados, para as mesmas ma-

trizes A, B e C-

@ (t) A Col| [2(t) B L1 X
- + | fuw+ | [oo] X —d) - Xt - d))(6.9)
w(t) 0 A, w(t) 0 2
i) = [oo [T d)] ,
- w(t —d)
) [L1] ] ) i F(t) )
sendo L= | |,onde L1 e R"e Ly e R, X(t) = . Dessa forma, a equacao (6.10)
L w(t)

pode ser reescrita como:

X() = AX(t)+ Bu(t) + LO[X(t — d) — X (t — d)],
gty = CX(t—d). (6.10)

A lei de controle utiliza o estado estimado pelo observador, ou seja:

u(t) = —KX(t) = —Ki(t) — Koi(t), (6.11)
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na qual K = [K Kw} pode ser interpretada como a combinacao do termo de reali-

mentacao Kz(t) e o termo de feedforward K,w(t).

6.2.1.2 Erro de Estimacao

Considere o erro de estimacio X (t) definido como:

X(t) = X(t) — X(¢), (6.12)

na qual a condicdo inicial é dada por X(0) = X,(0), 6 € [—7,0] .
Assim, o erro de estimagao pode ser obtido da diferenca entre as equagoes (6.7) e

(6.10):
)%j(t) — (A4 AA)X(t) + Bu(t) — AX(t) — Bu(t) — LO[X(t —d) — X (t — d)] (6.13)

Dessa forma, a equacao (6.13) pode ser reduzida a:

X(H)=AX ()~ LOX (t — d)+AAX (1), (6.14)

AAz(t)
. :

na qual AAX (t) =

A equagao (6.14) demonstra que a incerteza A A estd presente na equagao do erro.
A determinagao dos coeficientes adequados para a matriz (A — LC') permitird que o com-
portamento dinamico do vetor de erro seja exponencialmente estavel. Assim, considere a

proxima hipdtese:

(H5) A matriz do observador L da equagao (6.14) deverd ser projetada adequadamente
de forma que a matriz (A — LC) seja Hurwitz.

Contudo, conforme assumido no Lema 1.2 da secao 1.5 (NICULESCU et al.,
1998), tal que a desigualdade:

H o(A-LO)

S k e_nta (615)
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seja satisfeita para k > 1 e n > 0 conhecidos. De forma que para um d suficientemente

pequeno, os parametros do sistema devem satisfazer:

% (dILC Al + [(ZEY]) < 1. (6.16)

Assim sendo, sua solucao pode ser expressa por:

t

X(t) = ®1(t, Xo) —}-/Gl(t,T)A/_lX(T)dT, (6.17)

0

na qual X(t) = <I>1(t,XO) € R™ é a resposta da equagdo homogénea (6.14) (X (t) = 0).
A resposta impulsiva G(t,7) € R™™ é a solucao da equagao diferencial homogénea
X(t) — AX(t) — LOX(t — d) com condicao inicial X (1) = I,, para t > 7, X(t) = 0 para
t <7 e 7 éo instante de aplicacao do impulso de G.

De forma a obter um resultado que satisfaca a equagao (6.17), considere as equagoes

abaixo:

[@1(t, Xo)|| < ecre™™ X5, (6.18)
1G1(t,7)|| < e Vi > 1 >0, (6.19)
[AAX (1) < [|[AAz(t)| < dollz ()], (6.20)

na qual X: := sup || Xo(0)|| e ¢ > 1] AA].
6€[—d,0]

Dessa forma, baseando-se nas equagoes (6.18), (6.19), (6.20), reescreve-se uma nova

equacao para (6.17):

IX @) < ere™™ 0 XG + cae™2 5 b, [l (t)]], (6.21)

na qual para a convolugao pode ser afirmado, conforme descrito em (DESOER; VIDYA-
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SAGAR, 2009):
| e Sullz()]] ||, < lleze™ 1 dallz(t) oo (6.22)
Assim, o lado direito da equagao (6.22) pode ser representada por:
Jese ™l = [ leae e 8 (0) (6.23)
0

de onde podemos afirmar:

ety = / epe ! dt < % < x. (6.24)
0

Dessa forma, pode ser considerado para a convolugao da equagao (6.22):
|| coe ™2t % cs|a(t ||HOO <N 5 |2 () || oo - (6.25)
Portanto, a equagao (6.17) podera ser reescrita na forma:
X0 < ere™ X5 + %5al|x(t)||oov (6.26)

na qual X} := sup || Xo(0)].
0€[—d,0]

Assim, o erro de estimacio X (t) tenderd exponencialmente a zero, conforme (6.26).

6.2.1.3 Andélise de Estabilidade do Sistema de Controle em Malha Fechada

A equacao de estado (6.7) com sinal de controle (6.11) pode ser reescrita como:

JZ(Zf) _ A C, n AA 0 .73(15) n B [_K'X(t)] |
w(t) 0 Ay, 0 0 w(t) 0
y(t) = [C 0} wlt=d) (6.27)

w(t —d)



de onde se obtém:

X(t) = (A+AAX(t) - BKX,
y(t) = CX(t—d),

Considere a equagao do estado de (6.27):

#(t) = (A+AA)(t) — BKi(t) — BKyi(t) + Cowl(t).

Onde ¢é possivel deduzir para w(t) e (t):

Dessa forma, a equagao (6.31) se torna:
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(6.28)

(6.29)

(6.30)

(6.31)

(6.32)

(6.33)

#(t) = (A+AA(t) — BK[x(t) — #(t)] — BE[w(t) — ©(t)] + Cow(t), (6.34)

sendo representada por:

#(t) = (A+AA— BE)a(t) + (Cyp — BE)w(t) + BIKi(t) + kui(t)].

(6.35)
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Dessa forma, a solugao para a equagao dinamica (6.35) pode ser expressa como:

(t) = Bo(t, ) + /GQ(t,T) {(Cw ~ BK)[0 I)X(r) + BK[I 0)X(7)
+BE,[0 ]]X(T)} dr.  (6.36)

A+AA7BK)t:L.0 c R".

na qual z(t) = ®y(t, z0)el A resposta impulsiva Gy(t,7) € R™*™ é

a solugao da equagao diferencial homogénea @(t) = (A + AA — BK)z(t) com condigao
inicial z(7) = I,, para t > 7, 2(t) = 0 para t < 7 e 7 é o instante de aplicacao do impulso
de G5. De forma a obter um resultado que satisfaga a equacao (6.36), considera-se os

passos a seguir:

o(T, g < cze Pxg, .
0)) < Ast o 6.37

”GQ(taT)“ < 646_)\4<t_7—)a Vi > 7 >O7 (638)

Dessa forma baseando-se nas equacoes (6.36), (6.37), (6.38) e na relacio X (1)

definida em (6.26) reescreve-se uma nova equagao para (6.35):
z(t)|| < cse™3ah 4 cqe™ 5 cs)|w(t)]| + cae ™ 5 | X (1) (6.39)

A primeira convolugao em (6.39) pode ser majorada , conforme descrito em (DE-

SOER; VIDYASAGAR, 2009):
[eae™ 5 cslw()l]] < Neae™ [l es[lw(t)]|o. (6.40)
Assim sendo, a equagao (6.40) pode ser representada por:
/OOO eae™dt csw(t)]oo, (6.41)
de onde podemos afirmar:
C4

Hc4e’\4tH1:/0 lcae™ M dt < N < 0. (6.42)
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Portanto, pode ser considerado para a convolucao da equagao (6.40):

|| C4e—>\4t

« csllw®)] || £ 1 esllw(®)]oe (6.43)

Da mesma forma, a segunda convolucao em (6.39) pode ser majorada:

|

de onde podemos afirmar:

cae ™ XN < lleae™ 1K ()] (6.44)

lese=t]]; = / leae 1 dt || X () oo (6.45)
0

Utilizando a mesma referéncia da equagao (6.42), é possivel afirmar para a con-

volugao da equagao (6.45):
_ S Cs
| e« 1RO < T IXO] (6.46)

Assim, o sistema (6.27) serd ISS com relagao a w(t) e Z(t):

_ % Cyq Cs o
2@ < ese™" a5 + 1= esl|w(B)lloo + = (X ()lloc, (6.47)
4 4
na qual x5 := sup ||zo(0)]-
0€[—d,0]

Assim, conforme (6.47) o sistema z(t) serd globalmente exponencialmente estével.

Observagao 6.1 A partir das desigualdades (6.26) e (6.47), aplicando-se o teorema de
pequenos ganhos conforme apresentado na secao 1.3, os estados dos sistemas (6.14) e
(6.35), terao um decaimento exponencial para a origem.

Dessa forma, conforme a hipdtese (H3), x(t) representado pela equagao (6.6) serd
globalmente exponencialmente estdvel para ||AA| < d, suficientemente pequeno, onde:

1

c2
A2 Mg

dy < (6.48)

Pela equacgdo (6.48) comprova-se a hipdtese (H3), onde ||AA| < 0, deverd ser

suficientemente pequeno para que o sistema x(t) tenha um decaimento exponencial para
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a origem. No entanto, a equagdo (6.47) demonstra que hd no sistema um residuo da
perturbagao. Dessa forma, a constante f\—i cs também deverd ser pequena o suficiente para
que os efeitos da perturbacao sejam bastante atenuados.

Assim, comprova-se que o sistema com a presenca de um atraso pequeno, mesmo
com incerteza paramétrica em A e perturbacao exdgena serd globalmente exponencialmente

estavel.

6.2.2 Sistema Linear com Perturbacoes Casadas

Supondo que a perturbagao v(t) seja casada. Assim, é possivel reescrever a equagao

de #(t) do sistema (6.6):

w(t) = (A+ AA)x(t) + Blu(t) + v(t)],
y(t) = Cz(t—d). (6.49)

Dessa forma, o sistema (6.49) pode ser representado por:

@ (t) A BC, AA 0 x(t) B
= + + u(t)
i (t) 0 A, 0 0 w(t) 0
y(t) = kmﬂ A (6.50)
w(t —d)

Supoe-se que C,, da equacio (6.7) possa ser substituida por C,, = BC,,. Assim,

pode-se reescrever a equagao da planta (6.50) como:

X(t) = (A" +AA)X(t) + Bul(t),

y(t) = CX(t—d). (6.51)

A BC,
0 A, |

de forma que A* =
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Considere a equagao matricial para o observador de estados para o sistema (6.51):

@ (t) A BC,| |2(t) B Lt .
= | fuo+ | oo] b - - X - d)l6.52)
w(t) 0 A, w(t) 0 L;
X 2(t —d)
it = | ol ,
w(t —d)
Ly ~
sendo L* = ,onde L} € R" e L5 € R. Dessa forma, a equagao (6.53) pode ser
Ly

reescrita como:

X(t) = A*X(t)+ Bu(t) + L*C[X(t — d) — X(t — d)],

§t) = CX(t—d). (6.53)

Considere a equagao do estado do sistema (6.49) com as devidas substituigoes por

(6.4) e (6.11). Assim, tem-se:
i(t) = (A+AA)x(t) + B[-K2(t) — Ku,w(t) + Cpw(t)]. (6.54)

Das equagoes (6.32) e (6.33):

#(t) = (A+AA)x(t) — BKx(t) + BKi(t) — BK,w(t) + BK,i(t)

+BC,w(t). (6.55)
Dessa forma a equagao (6.55) se torna:
i(t) = (A+AA— BK)xz(t) + B(—K, + C,)w(t) + B[KZ(t) + K,w(t)]. (6.56)

Uma vez que os termos sao conhecidos, pelo método de perturbacao casada, pode-

se definir:
K, =0C,. (6.57)

Assim, conforme a equagao (6.57), o segundo termo serd cancelado. Dessa forma,
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é possivel escrever um novo majorante para a solu¢ao da equacao (6.56):
2 ()] < croe™ 0wy + crre™ | X (1) oo, (6.58)

na qual zj := sup |lzo(0)].
0€[—d,0]
Dessa forma, uma vez que a perturbacao podera ser anulada, o sistema serd ISS
com relagao a w(t) e Z(t), sendo globalmente exponencialmente estavel.

Finalmente, pode-se enunciar o seguinte Teorema:

Teorema 6.1 Considere o sistema linear com atraso (6.6) e a lei de controle por reali-
mentagao de estado estimado (6.11) que utiliza o observador de estado (6.10). Assuma
que as hipdteses (H1) a (H5) sejam satisfeitas. Assim, o erro de saida converge ez-
ponencialmente a zero e o sistema em malha fechada serd globalmente exponencialmente

estdvel para:

|2(t)]] < c.e ™28, WVt >0, (6.59)

- T
na qual z5 = ; s[uz_) ] 20(0)]|, 2(t) = [XT(t),xT(t)}
€[-d,0

ez = [X700), :L‘OT(Q)]T Vo e [-d.0).

6.3 Sistema Linear com Perturbacoes, Incertezas na Matriz de Estados e

Atraso Arbitriario na Saida

Nesta secao sera abordado o controle de sistemas com atraso arbitrario. Assim,
considere que 7 = D, onde D e D sao limites inferior e superior, respectivamente. O

sistema (6.1) a ser controlado podera ser reescrito pela equagao de estado:

z(t) = (A+AA)x(t)+ Bu(t) +v(t),
y(t) = Cz(t—D), (6.60)

Nas proximas segoes serdao abordados estudos para o sistema (6.60) em que a

perturbagao v(t) seja casada ou descasada com o termo Bu(t).
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6.3.1 Sistema Linear com Perturbacgoes Descasadas

Nesta segao considere que a perturbagao v(t) seja descasada com o termo Bu(t).

6.3.1.1 Observador de Estado e Lei de Controle

O sistema (6.60) representado pelas equagoes (6.4) e (6.5) assume a forma matricial:

#(t) A Gy, IVEIARED B
= + + u(t)
w(t) 0 A, 0 0 wl(t) 0
yt) = [co] =Dy (6.61)
w(t — D)

Dessa forma, pode-se reescrever a equagao da planta (6.61) como:

X(t) = (A+AA)X () + Bu(t),

y(t) = CX(t— D). (6.62)

O controle de sistemas com atraso arbitrario foi abordado por (AHMED-ALI;
CHERRIER; LAMNABHI-LAGARRIGUE, 2012), demonstrado na segao 3.3, e com con-
trole por modo deslizante que aplica observadores conectados em cascata por (COUTI-
NHO, 2012). A principal diferenga do sistema original de referéncia pelo desenvolvido é
possuir as incertezas paramétricas e ainda a perturbacao exdgena desconhecida. Dessa
forma, para o observador de estados estimado, basta adicionar observadores em cascata

a medida que o atraso D aumenta.

Observacao 6.2 O observador de estados em cascata estimard um vetor de estado atra-
sado dado por £ de forma que vetor X;(t) ¢ uma estimativa do estado atrasado X;(t) e

Xon(t) € uma estimativa de X (t).

Assim, considere as seguintes notacoes para representar o estado e o sinal de con-

trole:

X;(t) = X <t -D +j%) , (6.63)
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wt) = u (t D+ j%) , (6.64)

e para o estado do observador:
. . D
X;t) = X <t—D+]—) , (6.65)
m

na qual ;5 = 1,...,m. Entao, o observador para estimagao do estado é descrito pelas

seguintes equacoes:

Xi(t) = AXi(t) + Bur(t) — L {ch <t - g) - y(t)] |

Im(t) = CXpn(t). (6.66)

A

O vetor X;(t) ¢ uma estimativa do estado atrasado X;(t) e X (t) := X,,(t) é uma
estimativa de X (t).

Baseado em (6.11), adota-se a lei de controle baseada no estado estimado:
u(t) = —KX,(1). (6.67)

6.3.1.2 Erros de Estimacao

Conforme demonstrado em (AHMED-ALIL; CHERRIER; LAMNABHI-LAGARRIGUE,
2012, Teorema 1) ha uma quantidade suficiente de m observadores em cascata de tal modo
que o estado do ultimo observador em (6.66) converge exponencialmente para o estado
do sistema (6.62). Dessa forma, a convergéncia do observador em cascata serd provada
passo a passo pelo método de inducao matematica.

Assim, baseado em (6.12) considere X;(t) como o primeiro erro de estimacio em
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cascata para o passo i = 1:
Xl(t) = Xi(t) - X1(t)- (6.68)
Portanto, é possivel calcular );(1 (t) da diferenga das equagdes (6.62) e (6.66):

X1 (t)= (A + AD) X, (t)+ Buy () — AX, (1) — Buy () + L [C*fg (t - %) - y] . (6.69)

na qual X;(t) = (A4 AA)X,(t)+Buy(t) é a representacdo do sistema (6.62) com sinais
atrasados que, para propésitos de andlise, foi representado com o indice i = 1. Assim,

obtém-se:

X\(t)=AX, () + LC {Xl (t — g) — X (t— D)] + AAX (). (6.70)

Baseado em (6.67) e (6.68), a lei de controle do sistema para o passo i = 1 é

definida como:

u (t) = —K X1 (t) = —K[X1(t) — X1 (t)] . (6.71)
Pela equagcao (6.63) observa-se que

X, <t _ 2) ~ X(t-D), (6.72)

m
o qual escolhido um nimero m de observadores de forma que o primeiro observador X (t)

D
possa convergir para X;(t) = X (t — D+ —) .
m

Dessa forma, baseado em (6.71) e (6.72), a equagao (6.70) se torna:

X\()=AX,\(t)+ LC {Xl (t—Q) _X, (t—%)] FAAX (1), (6.73)

m

X\(t)=AX,(t) — LCX, (t - 9) +AAX(1). (6.74)

m

A equagao (6.74) pode ser comparada a (6.14), referente a segdo 6.2 para um atraso
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% suficientemente pequeno. Assim, tem-se uma solucao majorada pela desigualdade:
X0 < T+ 6 X0 (8o (6.75)

na qual II; < 04164‘1%*{0 ,onde oy > 0, \y > 0 e §; > 0 denotam constantes escalares
positivas para um d; suficientemente pequeno.

Igualmente, de forma a provar o segundo passo da induc¢ao matematica, baseado
em (6.12) considere X5(t) como o segundo erro de estimacio em cascata para o passo

7= 2:

Xo(t) = Xo(t) — XQ@)- (6.76)
Portanto, o erro de estimagao )%Q(t) pode ser obtido da diferenca das equacoes
(6.62) e (6.66):

)2'2(15):(,4 + AA) Xy (t)+ Buy(t) — AXy(t)— Buy(t)+ L {CXQ (t — %) - yl} , (6.77)

na qual X,(t) = (A4 AA)X,(t)+ Buy(t) é a representacio para propésitos de analise do

sistema (6.62) com o indice i = 2. Assim, obtém-se

Xxw:AXﬂw+LCXgG=¥Q)—LOXK@+AAXﬂw. (6.78)

m

Baseado em (6.67) e (6.76), a lei de controle do sistema para o passo i = 2 é

definida como:

ur(t) = —K Xo(t) = —K[Xa(t) — X (1)) (6.79)
Assim, pelas equagoes (6.76) e (6.79), é possivel reescrever (6.78):

Xo(t)=AXo(t) — LCX, (t—%) + LCX, (t—%) — LCX,(t) + AAXy(t). (6.80)
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Baseado em (6.63) tem-se:

Xg(t—%>:X<t—%—D+%):X(t—D+%)2X1(t). (6.81)

Portanto, (6.80) pode ser reescrita como:

Xo(t) = AXa(t) — LOX, (t - %) FLOX,(t) — LOX,(t) + AAXo(t),  (6.82)

na qual, baseada em (6.68), torna-se

X _ o~ _ o~ D _ o~ _

Xo(t)=AXs(t) — LCX, (t — —) + LOX,(t) + AAX(t). (6.83)
m

Dessa forma, uma vez que o sistema X 1(t) decai exponencialmente conforme defi-

nido em (6.75), uma solugao para o sistema (6.83) pode ser majorada pela desigualdade:

X2 ()] < T + 811X (1) oo + 02| Xa (t) oo » (6.84)

— Aot =

na qual IT, < ape '35, para ap > 0, Ay > 0 e 1, > 0 denotam constantes escalares

positivas para d; e d, suficientemente pequenos, de forma que:

I, =II, * II,, (6.85)

na qual |II,| < a,e 7%, é a resposta impulsiva, considerando a entrada X (¢) tendendo
para a origem, onde a, > 0 e A\, > 0 denotam constantes escalares positivas.
Assim, de forma a validar a recorréncia da convergéncia do erro, baseado em (6.12
) )

considere X ;(t) como o erro de estimagao em cascata para o passo i = j:
Xj(t) = X;(t) = X;(8). (6.86)
Assim, calcula-se o erro de estimacao )L(j (t) da diferenca das equagoes (6.62) e
(6.66):

)?j (t)=(A + AA)X;(t)+Bu;(t)— AX,(t)— Bu;(t) + L {CXJ- (t — 2) — g;jl} , (6.87)

m

na qual X;(t) = (A+ AA)X;(t)+ Bu,(t) é a representacio para propésitos de andlise do
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sistema (6.62) com o indice i = j. Dessa forma, obtém-se:

X;(t)=AX,(t) + LCX; (t — %) — LOX,; 1(t) + AAX;(t). (6.88)

Baseado em (6.67) e (6.86), a lei de controle do sistema para o passo i = j é

definida como:
ui(t) = —KX;(t) = —K[X;(t) — X;(t)]. (6.89)
Assim, pelas equagoes (6.86) e (6.89) é possivel reescrever (6.88):
3 _ o~ o~ D _ D __ _
Xjoa ()= AX;(t) = LOX, (= ) + LOX; (1= ) = LOX;1(t) + AAX; (1) . (6.90)
Baseado em (6.63) tem-se:
D D D D
X; (t——) =X (t———D+j—) =X (t—D—i—(j—l)—) = X;_1(t). (6.91)
m m m m
Portanto, (6.90) pode ser reescrita como:
k3 _ o~ __ o~ D _ __ _
X;(t)=AX;(t) — LCX; (t — E) + LCX;4(t) — LOX;_1(t) + AAX,(t). (6.92)
O erro de estimacao X]‘_l(t) para o passo ¢ = j — 1 é definido por:
Xja(t) = X;a(t) — X (8) (6.93)
Assim, conforme (6.93), tem-se para (6.92):

X;(t)=AX;(t) — LCX; (t - %) + LCX; 1 (t) + AAX,(t). (6.94)

Dessa forma, uma vez que por inducdo o sistema X j—1(t) decai exponencialmente
para a origem como || X;_1(¢)|| < TLi_1 + 6;_o|| X;—2(t)lsc + 6;-1]|X;—1(t)||lse, uma solugio

para o sistema (6.94) pode ser majorada pela desigualdade:

X5 < T0 + 651 1K1 (8) oo + 61155 ||oo » (6.95)
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7/\jtj*

na qual IT; < aje Jooparaa; >0, A >0e 5j_1, d; > 0 denotam constantes escalares

positivas para d;_; e J; suficientemente pequenos, de forma que:

I, =10, * II,_,, (6.96)

na qual 1T, < ape 7}, é a resposta impulsiva, considerando a entrada Xj_l(t) tendendo

para a origem, onde oy > 0 e A\, > 0 denotam constantes escalares positivas.

Dessa forma, por inducao matematica, demonstra-se que o erro de estimagao de
X (t) da planta tenderd exponencialmente a zero para (j = m) observadores.

Assume-se que a quantidade de m observadores em cascata faca com que % seja
suficientemente pequeno para que a influéncia do atraso seja pequena. Portanto, é possivel
que seja satisfeita a condicao (H5), de forma que a matriz (A — LC) seja Hurwitz, forma
que o sistema seja exponencialmente estavel.

Dessa forma, é possivel escrever um majorante exponencial para a solucao da

equacao do erro de estimagao total da planta, definido por:
IX (O < TI(E) + 48| X (1)]|oo (6.97)

na qual II(t) = cee ' X{ , onde X := sup | Xo(0)|| para 6, = max{d;,d;}.
0c[—D,0]

6.3.1.3 Andlise de Estabilidade do Sistema de Controle em Malha Fechada

Baseado em (6.11), considere a equacao do estado referente ao sistema (6.7) repre-

sentada por:

i() A o] [aa o]\ [0 Bl .
= - —EX@)],  (698)
(1) 0 A, |0 o]) |w) 0
oy = [eo] |77,
w(t — D)

sendo rescrita como:
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X(t) = (A+AA)X(t)— BKX(t),

y(t) = CX(t— D). (6.99)
Baseado em (6.12) , reconsidere (6.99):

X(t) = (A+ AA)X(t) — BK[X(t) — X(1)], (6.100)

X(t) = (A+AA—- BR)X(t)+ BEX(t). (6.101)

A equagao (6.101) pode ser comparada a equagao (6.30) para um atraso % sufici-

entemente pequeno. Assim, considere a equagao do estado de (6.100):
#(t) = (A+AA)x(t) — BKz(t) — BK,w(t) + Cpw(t). (6.102)
Considere (6.32) e (6.33). Assim a equagao (6.102) se torna:
©(t) = (A+ AA)x(t) — BK[x(t) — 2(t)] — BK,[w(t) — w(t)] + Cpw(t), (6.103)
sendo reescrita como:
() = (A+AA—- BK)x(t)+ (C, — BK,)w(t) + B[KZ(t) + K,w(t)]. (6.104)
Dessa forma, a equacao (6.104) pode ser comparada a (6.35). Dessa forma, é
possivel escrever um majorante exponencial para a solucao da equacao:
lz()]] < cce™ g + callw(t) oo + el X (#)o, (6.105)

na qual 2y := sup |zo(0)] .
0e[—D,0]
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Observacgao 6.3 Pode-se dizer que para todo atraso constante D existe um niumero de
observadores em cascata que satisfaca a relagao j < % de forma que tal que todos os erros
de estimag¢ao convergem exponencialmente para zero.

A partir das desigualdades (6.97) e (6.105), aplicando-se o teorema de pequenos ga-
nhos, os estados os sistemas X(t) em cascata e (6.104), terao um decaimento exponencial
para a origem.

Assim, x(t) representado pela equagdo (6.60) serd globalmente exponencialmente

estdvel, onde:

1

0 < )
Cp Ce

(6.106)

Pela equacao (6.106) comprova-se a hipdteses (H3) onde ||AA| < 6, deverd ser
suficientemente pequeno para que todos os erros de estimagao convergem exponencialmente
a zero.

No entanto, a equagao (6.105) demonstra que hd no sistema um residuo da per-
turbacao, onde a constante cq deverd também ser pequeno o suficiente para que os efeitos

da perturbacao sejam bastante atenuados

6.3.2 Sistema Linear com Perturbacoes Casadas

Supondo que a perturbagao v(t) seja casada com o termo Bu(t). Assim, é possivel

reescrever a equagao de x(t) de z(t) (6.1) como:

w(t) = (A+AA)z(t)+ Blu(t) + v(t)].,
y(t) = Czx(t—D). (6.107)

Dessa forma, o sistema (6.107) pode ser representado por:

@(t) A BC, AA 0 z(t) B
= + + u(t)
y(t) = [C 0} f=ny (6.108)
w(t — D)
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Supoe-se que C,, da equacdo (6.61) possa ser substituida por C,, = BC,,. Assim,

pode-se reescrever a equagao da planta (6.108) como:

X(t) = (A" +AA)X(t)+ Bu(t),

y(t) = CX(t— D). (6.109)
A BC,
de forma que A* = .
0 A,

Considere a equagao do estado do sistema (6.107) com as devidas substitui¢oes por

(6.4) e (6.67). Assim, tem-se:
i(t) = (A+AA)x(t)+ B[—-Ki(t) — K,o(t) + Cpw(t)]. (6.110)

Das equagoes (6.32) e (6.33):

i(t) = (A+ AA)x(t) — BKxz(t) + BKi(t) — BK,w(t) + BK,w(t)

+BC,w(t). (6.111)
Dessa forma a equagao (6.110) se torna:
i(t) = (A4+ AA — BK)x(t)+B(—K, + C,)w(t)+B[Ki(t) + K,w(t)], (6.112)

sendo a mesma equagao de (6.56). Dessa forma, é possivel prever a solu¢ao para a equagao

(6.112), uma vez que K,, = C,,, conforme (6.57):

()]l < epe™ a5+ cge™ | X (1)l (6.113)

na qual Zj := sup ||Zo(0)] .
6€[—D,0]

Dessa forma o sistema serd ISS com relagao a w(t) e z(t), sendo globalmente

exponencialmente estavel.

Observacgao 6.4 Dessa forma, pode-se dizer que para todo atraso constante D existe um
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numero m de observadores em cascata que satisfaca a relagao:
D
m> —, (6.114)
dy

na qual di € o mdzrimo atraso admitido para um unico observador, de forma que tal que
todos os erros de estimacao convergem exponencialmente a zero, mesmo com incerteza

paramétrica em A e perturbagao exdgena serd globalmente exponencialmente estdvel.
Finalmente, pode-se enunciar o seguinte Teorema:

Teorema 6.2 Considere o sistema linear (6.60) e a lei de controle por realimenta¢io de

estado estimado (6.07) que utiliza o observador de estado (6.066). Assuma que as hipdteses

(H1) o (H5) sejam satisfeitas. Assim, o erro de saida converge exponencialmente a zero

e o sistema em malha fechada serd globalmente exponencialmente estdvel tal que:
()] < ez, (6.115)

na qual z5 = ees[ilgo] |z0(0)||, 2(t) = [XlT(t), Ty ... XE), 2T (@t)| e
20 = | XT(0), XT(0) ... Xg(e),xg(e)r Ve [=D,0].

6.4 Exemplo Numérico

Considere o seguinte sistema linear baseado na equacgao (6.7) que satisfaz as hipdteses

(H1) a (H5)com perturbagoes casadas:

@(t) A BC, AA 0 z(t) B
= + + u(t)
W (t) 0 Ay 0 0 w(t) 0
y(t) = [Co} wlb=dn (6.116)
w(t —d)

Conforme definido em (ASTROM; WITTENMARK, 1997) , considere que a per-

—1 _
turbacao casada seja dada por uma sendide A,, = ey = [1 0} . Assim tem-se
1 0
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0 1 T
para a planta que A = , B = [0 4} , C = [1 0}, a incerteza na planta
4 =2
0,01 0,01 0 O 0 1 0 O
_ 0,01 0,01 0 O _ 4 -2 4 0
AA= . Dessa forma, deduz-se A =
0 0 00 0 0 0 -1
0 0 00 0 0 1 0

Assim, de forma a comprovar a estabilidade do sistema (6.116), considere as

condicoes abaixo:
e Conforme a hipétese (H5):

T L
— Escolhe-se L = |8 10 13 12] de forma que a matriz (A — LC') deve ser

Hurwitz.

Dessa forma a matriz (A — LC) sera:

01 0 —1| s

4 —21 0 10

AL = _ [1 0 0 o}, (6.117)
0 0 o -1 |13
00 1 0 12

cujos autovalores sdo -1 rad/s , -2 rad/s , -3 rad/s e -4 rad/s ou seja, a matriz

é Hurwitz.

— A matriz (A— LC) deve obedecer a condicio de existéncia He(A_Lé)tn <ke™m
conforme a desigualdade (6.15).
Dessa forma, considere os parametros k = 3,02 e n = 0, 58 obtidos pelo filtro
de aprozimag¢ao de primeira ordem (first order approzimation filter - FOAF'),

conforme critério definido em (CUNHA, 2004) de forma a minimizar a norma

exponencial. Assim, tem-se:
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Norma da Exponencial

Figura 43 - Filtro de aproximagao de primeira ordem (FOAF) que satisfaz a desigualdade

He(gié) tH < ke |

Pela Figura 43 é possivel perceber que a curva em azul, referente a ||e(A=LO%||

¢ inferior & curva em vermelho, referente a k e, satisfazendo a condicao.
Eoo_ o
— A condicdo de existéncia —d (||LC' Al + [|[(LC)?||) < 1 deve ser obedecida,
n
conforme a desigualdade (6.16).

Considere os mesmos k = 3,02 e n = 0,58 para um atraso maximo definido
d = 0,0009s para que a condigdo (6.16) seja atendida. Assim, o sistema

retornou um valor maximo permitido de 0,9870.

e Escolhe-se o ganho do controlador como K = [KKw} = [1,505 0,2550 1 0]
Este foi definido de tal forma que os controladores da matriz (A + AA — BK) sejam
—1rad/s e —2rad/s.

e Condigao de existéncia para x(t) :

— A matriz (A + AA — BK) deve obedecer a condigao de existéncia conforme a
desigualdade ||eATAA=BE) H| < fy et
Dessa forma, considere os pontos otimizados pelo filtro de aprorimacao de

primeira ordem (first order approximation filter - FOAF'), conforme critério
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definido em (CUNHA, 2004) ko =7 e o = 1, 5.

7

||6[A+AAfBK] t H
6 ko et
5+
<
[S]
c
2 ab
o
o
X
|
3
© 3r
£
o
z
2+
1
0
0 5 6

Figura 44 - Filtro de aproximagao de primeira ordem (FOAF) que satisfaz a desigualdade

||€(A+AA—BK) tH < kg™t |

e Dessa forma, conforme a hipétese (H3):

— Pelos valores de k£ e n da Figura 43 e de de ks e 1, da Figura 44 é possivel

determinar o valor admissivel para J, , onde:

—_

(6.118)

[\
ERES
S

na qual o, = 0,0274.

— A norma induzida para a incerteza paramétrica existente no sistema devem ser
tal que ||AA| < 4,

Assim, pelos valores determinados verifica-se que ||AAl = 0,02 <4, .
e Nas simulacoes, as condigoes iniciais sao:

— Sistema e observador, para atraso pequeno d:
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, Vte|-d,0.

— Sistema e observadores em cascata, para atraso arbitrario D:

x(t)

—2

0

0
0
0

, Vte[-D,0].

Portanto, atendidas as condigoes definidas serao apresentadas simulagoes do sis-

tema proposto em (6.116) de forma a ilustrar a eficacia dos controladores desenvolvidos.

A Figura 45 apresenta os sinais z;(t) e x2(t) comparados aos sinais Z;(t) e Z(t)

estimados pelo observador.

@ o
21 ]
| |
5 10 15
®) -
/ -
5 10 15

@
M .%4\

L4

10 15

Figura 45 - Estado z(t) e sua estimativa Z(t) atrasados com d = 0,0009s.

Na Figura 46 pode-se observar a saida y(t) medida e a saida y(t) estimada por um

unico observador, onde é possivel observar a presenca do atraso d = 0,0009 s no sistema.
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Figura 46 - Sinal de saida y(t) e sua estimativa ¢(t) atrasada com d = 0,0009s .

O sinal de controle u(t) mostrado na Figura 47 é gerado pela lei de controle (6.11).
As oscilagoes senoidais no sinal de controle sao resultantes da perturbacao estimada e
cancelam a perturbacao casada. Assim, os efeitos da perturbacao sao eliminados no estado

e na saida da planta, conforme se observa nas Figura 45(.a), Figura 45(.b) e Figura 46.



152

0 5 10 15 20 25 30 35 40

Figura 47 - Sinal de controle u(t) com d = 0,0009s.

Conforme descrito nas definigoes, o atraso maximo permitido para o sistema apre-
sentado é de d = 0,0009s. Uma vez que a matriz de estados A da planta é diferente
da matriz de estados A o observador, o diagrama de Nyquist da fungao de transferéncia
G(s) usado no capitulo 3 perde o sentido. Assim, de forma a dar continuidade ao estudo,
considere o atraso de D = 0, 0018 s onde serao utilizados dois observadores conectados em
cascata (m=2). Dessa forma, a Figura 48 apresenta os sinais x1(t), x2(t), x3(t) e x4(t) ,
enquanto a Figura 49 apresenta a saida y , comparando seus valores medidos e observados,

utilizando dois observadores para o atraso para D = 0,0018s .
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Figura 48 - Estado z(t) e sua estimativa Z(t) atrasados com D = 0,0018s.

Figura 49 - Sinal de saida y(t) e sua estimativa ¢(t) atrasada com D = 0,0018s.

A Figura 50 apresenta o sinal de controle para o atraso para D = 0,0018s .
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Figura 50 - Sinal de controle u(t) com D = 0,0018s.

E importante destacar que a estabilidade e o desempenho do controlador sao robus-
tos em relacao ao atraso maior. Assim, esta quantidade de observadores para os mesmos
parametros escolhidos permite a convergéncia para zero do erro de estimacgao e a saida do
sistema. Dessa forma, ampliando-se o atraso para D = 0,28s ¢é possivel observar que o
sistema se mantém estavel com apenas dois observadores, ao contrario do que a estimativa
pela desigualdade (6.16) indicaria diz que seriam necessarios pelo menos 312 observadores

em cascata (m=312).
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Figura 51 - Estado z(t) e sua estimativa Z(t) atrasados com D = 0,28s.
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Figura 52 - Sinal de saida y(t) e sua estimativa g(¢) atrasada com D = 0,28s.

A Figura 53 apresenta o sinal de controle para o atraso para D = 0, 28s.
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Figura 53 - Sinal de controle u(t) com D = 0,28s.

Isto indica que os resultados de (NICULESCU et al., 1998) podem ser bastante
conservadores, uma vez que apenas dois observadores em cascata foram necessarios para
estabilizar o sistema, mesmo na presenca de um atraso na saida D = 0,28s. No en-
tanto, ampliando-se o atraso para valores acima de D = 0,28 s , observou-se por meio de

simulagoes que o estado do sistema de controle se torna instavel.

6.5 Sistema Linear com Perturbacoes, Incertezas nas Matrizes de Estado e

de Entrada e Atraso Arbitrario na Saida

Considere a seguinte classe de sistemas lineares continuos, variantes no tempo,

observavel, com a saida atrasada, descrita pela equacao de estado:

i) = (A+AA)z(t)+ (B + AB)ult) + v(t),
y(t) = Calt—71), (6.119)

na qual a saida atrasada 7 podera ser d quando o atraso for pequeno ou D quando o
atraso for arbitrario. A matriz AA denota incertezas paramétricas na matriz de estado

A, AB denota incertezas paramétricas na matriz de entrada B e v(t) é a perturbagao
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exbgena.
Considere que ||AA| < d, e ||[AB|| < d, para valores pequenos de d, > 0 e &, > 0.

Assim, o sistema (6.119) assume a forma matricial:

i(t) A O, AA 0 z(t) B AB
— + + + u(t)
w(t) 0 A, 0 of / |w 0 0
y@)=:[00] = (6.120)
w(t —T)

Dessa forma, pode-se reescrever a equagao da planta (6.120) como:

X(t) = (A+AAX(t)+ (B+AB)u(t),

y(t) = OX(t—1). (6.121)

Considere a equagao matricial para o observador de estados, para as mesmas ma-

trizes A, B e C-

(t) A Cyu| |2(t)| |B Ly A
- e+ Y eo] e - - X -1,
w(t) 0 A,| |w(t) 0 2
y(t) = kmﬂ fﬁﬂ], (6.122)
w(t—T)
At

_ L _ _ .
sendo L = 71 ,ondeLleR”eLQEReX(t)[
Ly

(6.122) pode ser reescrita como:

. Dessa forma, a equacgao
w(t)

git) = CX(t—1). (6.123)

Considere a lei de controle, como realimentacao do estado estimado conforme des-

crito em (6.7), onde u(t) = —KX(t) = —Ki(t) — K,w(t). Dessa forma é possivel



calcular o erro de estimagcdo do sistema baseado em X (t) = X(t) — X(t):

X;(t)=(A+ AA)X () + (B + AB)u(t) — AX(t) — Bul(t)

—LCIX(t—7)— X(t—1)]

Assim, a equagao (6.124) pode ser reduzida a:

X(t)=AX(t)—LCX (t — 7)+AAX (t)+ABu(t).

- AAx(t) _ AB
na qual AAX(t) = e AB =
0 0

158

(6.124)

(6.125)

A equagcio (6.125) indica que o erro no estado X (t) depende de duas varidveis X (t)

e u(t). Uma vez que u(t) = —KX(t) conforme (6.11) e ao ser multiplicado por AB em

(6.125) resulta um termo em X (), o que dificulta a aplicacdo do teorema de pequenos

ganhos.

Dessa forma, o problema foi formulado, mas nao desenvolvido.
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CONCLUSAO

Nesta Dissertacao foram propostos esquemas de controle com realimentacao de
estado estimado por observadores de estado para sistemas lineares com atraso na saida.
Dessa forma, para um atraso pequeno ou arbitrario, foram apresentados quatro diferentes
sistemas de controle: sistema com atraso sem incertezas nem perturbacoes; sistema com
atraso e incertezas paramétricas; sistema com atraso e perturbacao exégena; sistema com
atraso, incertezas paramétricas e perturbacao exogena. As contribuictes e as propostas

de continuacao podem ser resumidas da seguinte forma.

Contribuicoes deste Trabalho

e A estratégia proposta baseia-se no controle com realimentacao de estado estimado
por observador de estado. O valor do atraso é definido conforme apresentado em
(NICULESCU et al., 1998). No entanto, a teoria indicou ser conservadora, uma vez
que por simulagao o sistema demonstrou-se estavel mesmo na presenca de atrasos

arbitrarios, maiores que o calculado.

e Inclusao de incertezas paramétricas e perturbacoes exdgenas para o atraso arbitrario,
onde o estado é estimado por observadores em cascata, conforme desenvolvido em

(AHMED-ALI; CHERRIER; LAMNABHI-LAGARRIGUE, 2012).

e Utilizagdo da técnica de pequenos ganhos demonstrada em (ISIDORI, 1999) para

tratar incertezas paramétricas nos sistemas.

e Desenvolvimento de controlador que rejeita as perturbacgoes exdgenas presentes
no sistema, conforme (ASTROM; WITTENMARK, 1997), mesmo na presenca de

atraso pequeno e arbitrario na saida.

e A partir dos resultados de simulagao verifica-se que o controlador proposto nao sé
consegue preservar a estabilidade global como também mostra-se robusto a incerte-

zas paramétricas e a perturbagoes exdgenas de grande intensidade.
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Trabalhos Futuros

Alguns tépicos parecem interessantes para trabalhos futuros nesta linha de pes-

quisa:

1. Analisar o sistema com atraso na saida, perturbacdao exdgena e incertezas pa-
ramétricas na matriz dinamica A e na matriz de distribuicao de controle B. Um

primeiro passo foi dado, conforme visto na Segao 6.5.

2. Para a abordagem do atraso na saida, estender o controle proposto para sistemas

multivaridaveis, nao-lineares, incertos, com atraso desconhecido e variantes no tempo.

3. Desenvolver o controle a estrutura variavel de sistemas incertos com perturbacoes e

atraso.

4. Estudo que avaliasse a complexidade e a fragilidade dos controladores, de forma a
investigar a influéncia em problemas reais de implementagao, tais como, sistemas

de controle em redes de comunicacao e sistemas com atraso de transporte.
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