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Resumo

Este é o relatério do trabalho final proposto na disciplina Sistemas
Lineares, do Programa de Pdés-Graduacdo em Engenharia Eletronica da
Faculdade de Engenharia da Universidade do Estado do Rio de Janeiro, 1 ¢
turma de 2010. O objetivo deste trabalho é o de empregar as técnicas de
controle apresentadas durante o curso ao controle de um péndulo invertido.

O sistema foi descrito através de varidveis de estado (posi¢ao angular
do péndulo - « , posicao linear do carrinho - z, velocidade angular do pén-
dulo - w e velocidade linear do carrinho - v). O modelo dindmico linear
do sistema foi avaliado e validado através de simulaces por computador
do sistema em malha aberta. Apds a validagdo do modelo, dois contro-
ladores por realimentacao de estado foram projetados para controlar a
posicao angular do péndulo e a posicao linear do carrinho. No primeiro
controlador os dois estados que nao podiam ser medidos diretamente (w
e v) foram obtidos por meio de um derivador com atraso (gg3577)- ApPos
esta implementagao, o projeto foi melhorado inserindo um observador,
eliminando assim o ruido gerado pelo derivador. Depois de testados e
ajustados, os controladores foram implementados como cédigo executavel
para o controle da planta real. Os resultados sdo discutidos na secao de
conclusoes.

Todas as simulagoes foram realizadas com o programa Simulink da
MathWorks. A implementagao do controlador em cédigo executével foi
realizada pelo programa WinCon da Quanser. Este relatério foi redigido
com o IMTEX e as figuras editadas com o Xfig, todos produtos de software
livre.
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1 Introducao

O péndulo invertido é um sistema mecanico muito 1til no estudo de controle de
posicao de sistemas instaveis como o controle de posicao de veiculos espaciais
na fase de lancamento (Ogata (2003)), o controle da postura ereta natural dos
seres bipedes (Naves (2006)) e outros.

O sistema consiste de um péndulo invertido preso a um carrinho motorizado
que pode se movimentar sobre um trilho. O objetivo do controle é manter o
péndulo equilibrado na posigao vertical (sentido norte), mesmo quando pertur-
bagoes sao aplicadas ao sistema, por exemplo, uma forca aplicada ao carrinho
ou o deslocamento do péndulo de um angulo nao nulo. Ribeiro (2007) cita
como analogia ao controle da posi¢ao do péndulo invertido a brincadeira de se
equilibrar um 1apis com a ponta dos dedos.

A secao 2 descreve detalhes do servomecanismo e apresenta o desenvolvi-
mento do modelo matematico do sistema e sua representagao em uma matriz de
estado. A segao também aborda as simulagoes em malha aberta para a validagao
do modelo, o projeto do controlador, as simulagoes em malha fechada, os testes
com a planta real e os resultados obtidos. A secdo 3 trata das observacoes finais
sobre o trabalho. Os apéndices apresentam detalhes sobre a obtenc¢ao do modelo
como o calculo da massa total, o calculo do momento de inércia do péndulo em
torno do eixo de contato com o carrinho e as tabelas de varidveis e parametros
do sistema, bem como os scripts computacionais utilizados nas simulagoes.

2 Desenvolvimento

O servomecanismo utilizado neste experimento foi o IP01 da Quanser. Este
kit consiste de um carrinho movido por um motor DC de ima permanente, um
trilho e uma cremalheira que garantem tragao continua (Quanser (2006)). O
carrinho permite o acoplamento de um péndulo e, tanto a posicao do carrinho
como o angulo do péndulo sao medidos através de potenciometros. A Fig. 1
apresenta uma imagem do servomecanismo.

[ — E—

Figura 1: TPO1 - Quanser Inc.

Para realizar as simulagoes afim de projetar um controlador para este servo-
mecanismo desenvolveu-se seu modelo dinamico através de equagoes mecanicas
e elétricas. O desenvolvimento é mostrado na proxima secao.



2.1 Modelo matematico

A Fig. 2 mostra um esquema do sistema, as forcas que atuam no péndulo e no
carrinho e as coordenadas adotadas.

Péndulc ——.
f’?
ﬂ‘ T
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Trilho
v

Cremalheira 0 F4
Figura 2: Esquema do servomecanismo.

Considere-se o diagrama de corpo livre do péndulo apresentado na Fig. 3.
Definindo o angulo do péndulo («) a partir do referencial y e as coordenadas do
centro de massa do péndulo como (z., y.) obtemos as equagoes de movimento
do centro de massa:

Figura 3: Diagrama de corpo livre do péndulo.



ze = z + lsena (1)

Ye = lcosa (2)

Aplicando a segunda lei de Newton (X F = ma) ao sistema representado pelo
diagrama de corpo livre do péndulo tem-se as Eq. 3, 4 e 5.
Soma das forgas no referencial horizontal (z):

2
H= mp@(z + 1 sena) = myz + mylé cosa — myl(&)? sena (3)

Soma das forgas no referencial vertical (y):
V —myg = mpj—;(l cosa) = myl[—d sena — (&)? cosal (4)
Soma dos momentos em torno do centréide do péndulo (z., y.):
I,é& =Viseno — Hlcoso (5)

Substituindo as forgas H e V das Eq. 3 e 4 na Eq. 5, obtém-se:

I = (—d@mylsena — (&)?mylcosa+my g)lsena
— (myp 2 4+ my L écosa —my, 1(¢)? sena) [ cosa

(6)

As equacoes do movimento do carrinho foram obtidas de forma similar as do
péndulo. A partir do diagrama de corpo livre do carrinho mostrado na Fig. 4
foi deduzida a Eq. 7. E importante notar que o atrito foi desprezado.

Ay

P=Mg

Figura 4: Diagrama de corpo livre do carrinho.

F—H= M, (7)

INeste desenvolvimento adotou-se a grafia z para indicar o eixo horizontal, para nio con-
fundir com o vetor de estado x



Substituindo H da Eq. 3 na Eq. 7 obtém-se:

F — myléi cosa +my 1 (¢)? sena = 2 (M. +my) (8)

Para eliminar 2 da Eq.6 substituiu-se o mesmo pelo da Eq.8. Apds algumas
manipulagoes algébricas obteve-se:

a [(Mtc +my) I + Mtcmpl2 + mgl2 sen2a} = (M + my) mpgl senc
—m2l?(a)? seno cosa
—F myl cosa
(9)
Como a Eq.8 possui um termo com ¢ isolou-se o mesmo na Eq.9 e substituiu-
se na Eq.8, conforme mostrado abaixo:

z [(Mtc +myp) I + Myemyl? + mﬁl2 sen2a] = F (I + mpl2)
mpl(d) sena [I 4 myl?]
—m]%l2 g sena cosa
(10)
As Eq. 9 e 10 sao as equagoOes nao-lineares que regem o movimento do
sistema. A fim de obter um modelo linear deste sistema admitiu-se que o angulo
a desvia-se muito pouco de zero (Ogata (2003)). Desta forma, ao linearizar as
equacdes em torno de a = 0 considera-se que o, & e a & sejam despreziveis e
que cosa = 1 e sena = . As equagoes linearizadas sao descritas abaixo:

o (Mie + myp) mpgla — mplF
[(Mie +mp) I+ Miem,yl?]

(11)

. (—mZZngz) + F (I + mplz) (12)
[(Mtc + mp) I + Mtcmpl2]
Para substituir a forca F utilizou-se o0 modelo do motor DC com ima per-
manente, descrito na Fig.5.

Figura 5: Modelo do motor DC com ima permanente.



O torque desenvolvido pelo motor é proporcional ao fluxo no entreferro e a
corrente de armadura:

T = km kgia (13)
Pela andlise do circuito obtemos a corrente de armaduras:
€q — €p
Ra

Sendo a forca contra-eletromotriz proporcional a velocidade do rotor e, =
kpmwy, entao:

(14)

lg =

(eq = kmwm)  kmkg B k2, kg

T = kmkg R = R €a R Wm (15)
Considerando que F' = %, temos:
1 [ knk k2 k
F=-| B¢, - 29, 16
r ( R, “ "R, ” > (16)
e sabendo que w,, = 7
kmkg k2, kg
F = RGTCQ*RQTQ’U (17)
Substituindo F da Eq.17 nas Eqgs.11 e 12 obteve-se:
A (Mye+my)mpgl mplk? kg
o= [(Mtc+mp)I+MtC€npl2]a e Tmp) I Moy 2R ¥ (18)
(Moo Fmp) [+ Mromy B Rar €0
. m2i%g (I+myl?)k2 K
z= (T IF Moy 2] & T (MoaFrmg T M m, PR ¥ (19)

4 (I+mpl®)kmky
[(Miotmp) I+ Moy 2 Ryt C

Sendo v = 2, e ¢, = u e tomando «, z,w (&) e v como varidveis de estado e
« e z como saidas, foi possivel escrever uma equagao de estado com as seguintes
matrizes:

da(t)
dt
dz(t)
i | )
dt
dv(t)
dt
0 0 1 0
0 0 0 1
A= (Myc+my)mpgl 0 0 mplks kg (21)
[(Myct+mp)I+Micmyl?] [(Mic+mp)I+Micmpl?]Ro1?
_ milQQ 0 0 (I+mpl2)k12nk9

[(Myct+mp)I+Mycmyl?] - [(Myc+mp)I+Micmpl?2]Ror?



0

0
B=_ mplkm kg (22)
[(Mic+mp)I+Micmpl?|Rar
(I+mpl®)kmky
[(Myc+mp)I+Miempl?]Ror

10 0 0]

C= (23)
010 0
D=0 1)

A partir destas equagoes foi possivel realizar a simulacdo do sistema em
malha aberta.

2.2 Simulagao do sistema em malha aberta

Depois de obtidas as equagoes do sistema foi possivel escrevé-las na forma de
uma equagao de estado. A partir das matrizes A, B,C e D do sistema e da ta-
bela de parametros (Tab.1) 2 escreveu-se um script a ser executado no programa
Matlab. O sistema foi simulado em malha aberta com o objetivo de avaliar o
modelo dindmico obtido matematicamente. As situagoes avaliadas foram: (i) a
resposta ao degrau unitirio, com o sistema em equilibrio (condigbes iniciais
nulas) e, (ii) a resposta as condigdes iniciais (péndulo deslocado de aproxima-
damente 10°). O modelo linear da planta, construido no programa Simulink, é
mostrado na Fig.6.

Na primeira situagao o sistema estd em repouso quando é aplicado um degrau
unitdrio; esperava-se que o péndulo caisse para a esquerda (dngulo diminuisse)
e o carrinho se movimentasse para a direita. A segunda situacao ilustra o
comportamento do sistema quando o péndulo estd inicialmente deslocado de
10° para a direita e nenhuma forga foi aplicada. Esperava-se que o péndulo
continuasse a cair e o carrinho se deslocasse para a esquerda. As duas situacoes
se confirmaram, validando o modelo linear. Os graficos sdo mostrados na Fig.7.

Todos os scripts utilizados estao disponiveis no Apéndice D

2.3 Projeto do controlador

Sendo um sistema naturalmente instavel, com um autovalor no semiplano direito
de s e um autovalor em zero, utilizou-se a técnica de realimentagao de estado
para realocar os autovalores de forma a estabilizar o sistema e a controlar o
angulo do péndulo e a posi¢ao do carrinho.

Os objetivos estabelecidos foram o de manter o sinal de controle dentro de
uma faixa aceitavel para a tensao do motor, entre -3,5V e +3,5V, e manter o
deslocamento do carrinho entre -45cm e +45cm pois a excursao total do carrinho
é de 91,4cm (Quanser (2006)). Os critérios de desempenho estabelecidos foram o

2disponivel no Apéndice C
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Figura 6: Modelo da planta.

Resp. degrau unit. — ang. pendulo

0.2 0.4 0.6 0.8 1
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Figura 7: Respostas ao degrau e as condicoes iniciais.
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de manter o tempo de acomodagéo (ts) abaixo de 5s para o carrinho e o péndulo,
tempo de subida (t,) de menos de 1s para o carrinho, sobressinal maximo (M)
do péndulo em 0.35 rad e um erro de estado permanente (ess) dentro da margem
de 2%.

A escolha de novos autovalores foi realizada com base em Chen (1999), pp.
238-239, e um pouco de tentativa e erro. Inicialmente, para os dois autovalores
dominantes na forma —o + jwy, com t; = g = 5, obteve-se 0 = 0,8. Esco-
lhendo um circulo de raio 1, obteve-se wg = 0,6. Os outros dois autovalores
foram posicionados a uma distancia de 4+ 10 e 20 vezes a parte real dos autova-
lores dominantes. Os primeiros autovalores utilizados foram —0,8+ 50,6 rad/s,
—0,8 — 50,6 rad/s, -10 rad/s e -20 rad/s. As respostas ao degrau de 0,30 m e
a condicao inicial estao na Fig.8.

Resp. degrau 0.30m - ang. pendulo Resp. degrau 0:30m - pos: catrinha Sinal controle - pett. extema
0.028 035 04

00 P 02
0018 { \ 2 i
|\ 02
ol 02
= LI §
0005 04
o1
i 06
—— o
0005 0 08
001 005 4 -
{1 1 2 3 ] 5 o z 3 4 5 a ] z 3 5
t(s) (s} 1(s)
Cond. fnictal (0.78 rad) - ang: pendulo Cond. inicial () - pos. carrinho Sinal controle - cond. inicfal
08 08 5
07 30
08 /

= : |

02 0 5
0

te) 1fs) 1fs)

Figura 8: Respostas ao degrau e as condicoes iniciais, utilizando o primeiro
conjunto de autovalores.

Com este primeiro conjunto de autovalores os valores de M, ficaram dentro
do critério estipulado, porém ¢4 e ¢, ficaram lentos. O sinal de controle também
ficou muito pequeno, de forma que, na planta real, o sinal nao seria suficiente-
mente grande para vencer a inércia no carrinho. Por estes motivos, escolheu-se
um outro conjunto de autovalores.

O conjunto final de autovalores utilizados no projeto foram —2,5 + j 1,65
rad/s, —2,5 — j 1,65 rad/s, -10 rad/s e -9 rad/s. A Fig.9 ilustra a resposta ao
degrau e as condigoes iniciais para este conjunto de autovalores.

O script "ml_fechada_regulador.m” contém os parametros do projeto.

O modelo do Simulink utilizado estd ilustrado na Fig.10

Como os dois estados que podem ser obtidos diretamente sdo « e z, foi
projetado um observador de ordem completa. O modelo do Simulink é mostrado
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Figura 9: Respostas ao degrau e as condigoes iniciais, utilizando o segundo
conjunto de autovalores.

s

Matriz K

estado

ang. pendulo - x1

sinal de controle - uif) pos. eamo - X2
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wel. linear camo - x4
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pos. camo -yl it - ang. pendulo

Step Zain

Flanta

w2it) - pos. carro
uit)

Figura 10: Diagrama do controlador com rastreamento.
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na Fig. 11 e o script "ml_fechada_observador.m” contém o projeto.

ang. pendula - 1 {1

sinal de contrale - uf)

2 2 P (] wi(t)- ang. pendulo
-
pos. cams - 2 -

Step Gain w2(t)- pos. camo
Flanta

Lyl

uity

»u i
x3 estado
;:IJ—D y o .

stimada "
Obseniadar M atriz

Figura 11: Diagrama do observador.

As respostas ao degrau e as condigoes iniciais do sistema com observador sao
mostradas na Fig. 12.

2.4 Simulagoes com planta real

As simulacoes com a planta real se deram no Laboratério de Controle e Automa-
¢ao do Laboratorio de Engenharia Elétrica - LEE. O diagrama do controlador
foi montado, desta vez, para atuar sobre o sistema real. O modelo da planta no
Simulink foi substituido pelas entradas do sistema, angulo do péndulo e posigao
do carrinho, medidas pela placa de aquisicao de dados (conversor AD) e a saida,
sinal de controle, enviado & planta pelo conversor DA da placa de aquisicao de
dados.

Este modelo foi compilado no software Wincon, que gera um programa que
pode ser executado para controlar a planta em tempo real. Considerando que
a constante de tempo dominante do sistema é de 0,33s (m), 0 tempo
de amostragem de lms usado pelo WinCon para gerar o cédigo executdvel é
suficiente para permitir tratar o controle em tempo continuo.

Inicialmente, com os autovalores estipulados no projeto, o sistema se apre-
sentou altamente instdvel, com o conjunto péndulo-carrinho oscilando em uma
frequéncia constante. Os autovalores foram modificados, ajustando assim a ma-
triz K. O melhor valor para o conjunto de autovalores foi —5 + j 1.65 rad/s,
—5—j1.65 rad/s, —8 rad/s e —7 rad/s.

Os graficos com os valores dos quatro estados e do sinal de controle é mos-
trado nas Figs.14, 15 e 16 abaixo.

Note-se que os graficos da velocidade angular do péndulo e da velocidade
linear do carrinho, mostrados na Fig. 15 foram obtidos através do derivador
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Figura 12: Respostas ao degrau e as condigoes iniciais, sistema com observador.
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Figura 13: Diagrama no Simulink do Controlador da Planta Real
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Figura 14: Gréficos do angulo do péndulo e posi¢ao do carrinho.
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Figura 15: Gréficos da velocidade do péndulo e do carrinho.
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Time

Figura 16: Sinal de controle

com atraso, mostrado na Fig.13. Observa-se o ruido causado pela inser¢ao dos
derivadores nos graficos das velocidades.

Para melhorar o sistema, um observador foi inserido. O diagrama da Fig.13
foi modificado conforme ilustrado na Fig.17. Porém os testes realizados com
o observador se mostraram insatisfatérios. O sistema se mostrou novamente
instavel e nao foi possivel obter um conjunto de autovalores que o estabilizasse.
Algumas explicacoes para o nao funcionamento do controlador com observador
foram sugeridas, porém a mais plausivel talvez seja algum erro na modelagem
matematica do sistema.

3 Conclusoes

Apresentou-se neste relatério a modelagem matematica de um sistema fisico, o
péndulo invertido. Sendo um sistema altamente instavel projetou-se um con-
trolador por realimentacao de estado. Este controlador foi implementado como
cédigo executavel para controlar o sistema real, com o auxilio do Matlab, Simu-
link e WinCon

A técnica de alocagao de poélos utilizada exige a escolha dos autovalores e
algumas dificuldades surgiram, como o trade-off entre velocidade de resposta
e amplitude do sinal de controle. Além disto, os resultados obtidos com o
controlador com derivador com atraso foram bons, porém apresentaram um
carater oscilatério, e, embora tenha sido possivel equilibrar o péndulo, nao foi
possivel eliminar a oscilagao.

Os testes com o observador também se mostraram insatisfatorios visto que
nao foi possivel equilibrar o péndulo, o sistema mostrou-se altamente instavel.

Como nao se encontrassem erros no projeto dos controladores, o modelo nao-
linear da planta, baseado nas Eq.9 e 10 foi construido no Simulink. O modelo
nao linear, mostrado na Fig.18 foi submetido ao controlador com observador e
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Figura 17: Diagrama no Simulink do Controlador com Observador da Planta
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os resultados obtidos se mostraram satisfatérios muito similares aos resultados
obtidos com o modelo linear (Fig.12), como pode ser visto nas Fig.19, 7?7 e 20

B - noo inear & 15200 - nao tinear BEX]
SE L pp HEE B LR

SE LS L A

Figura 19: Respostas do modelo nao-linear - angulo do péndulo e posi¢ao do
carrinho

B B[E%]
SE(LLL ABE BE T

Figura 20: Resposta do modelo nao-linear - sinal de controle

Tendo em vista estes resultados concluiu-se que a modelagem matemaética
devia ser revista.

A Calculo da massa total do carrinho

O célculo da massa total do carrinho leva em consideracao a massa do motor,
May,. Mas o manual da Quanser nao traz informagoes sobre m,,, entao esta
massa foi calculada através do momento de inércia da armadura do motor,
deslocado para o eixo onde foram acopladas as rodas do carrinho. Sendo J o
momento de inércia no eixo, r o raio da roda, m,, a massa do motor e m. a
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massa do carrinho, podemos escrever a equagao do momento de inércia do ponto
material em relagao ao eixo:

J = m,r? (25)

Como nao existiam informagoes sobre J, utilizou-se J,,, a inércia de arma-
dura, que foi deslocada até o eixo:

J = Jnk; (26)
Substituindo J da Eq.26 na Eq.25, obtemos:
I k2
mm = T2 g (27)

A massa total é entao dada pela soma entre a massa do motor e a massa do
carrinho:

Imk?
Mtc = 7~2 g + me (28)

B Calculo do momento de inércia do péndulo
em torno do eixo de contato com o carrinho

A modelagem do péndulo foi realizada utilizando o centro de massa. Porém para
as equagoes de movimento do péndulo tornou-se necessario o calculo do momento
de inércia do péndulo com relagao ao ponto de contato com o carrinho, em uma
das extremidados do péndulo.

Sabendo que o momento de inércia de uma barra em torno de seu centro de
gravidade ¢ (Russell, Beer and Clausen (2008)):

1/2 2
I :/ Made 1 (29)
—1/2 l 12

para deslocar este momento para uma das extremidades, utiliza-se o teorema
de Steiner, também conhecido como teorema dos eixos paralelos. Este teorema
permite que se calcule o momento de inércia da barra relativo a um eixo perpen-
dicular & mesma que passa por uma das extremidades (Russell et al. (2008)):

1
I=1+ m(é)2 = ngQ (30)

C Tabelas de variaveis e parametros do sistema

D Arquivos .m
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Tabela 1: Parametros do sistema.

Parametro Descrigao Valor Unidade
Em Constante de forga contraeletromotriz 0,00767 V/(rad/seg)
R, Resisténcia de armadura 2,6 Q
kg Relagao de engrenagens 3,7:1 —
I Inércia de armadura 3,87e~7 Kgm?
r Raio da engrenagem do motor 0,635 cm
Me Massa do carrinho 0,45 Kg
g Aceleracao da gravidade 9,8 m/s?
my Massa do péndulo 0,21 Kg
r Raio da engrenagem do motor 0,635 cm
Tabela 2: Varidveis do sistema.
Varidvel | Descrigao
F forga aplicada ao carrinho
z posicao do carrinho
@ angulo de defasagem do péndulo
A% forga vertical exercida pelo carrinho
H forga horizontal exercida pelo carrinho
b atrito (desprezado)
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