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Capitulo 1 —Uma I ntroducéo a Solucéo de Problemas

A solucdo de problemas € parte essencial ndo somente dos cursos de engenharia mas
também dos cursos de Matematica, Fisica, Quimica e Ciéncia da Computacdo. Logo, € importante
uma base solida em solucéo de problemas. Também € de grande auxilio um embasamento suficiente
para trabahar em todas estas areas, para que ndo tenhamos que aprender uma técnica para
problemas de matemética, e uma técnica diferente para problemas de fisica, e assim por diante. A
técnica de solugdo de problemas que apresentamos trabalhos para problemas de engenharia e pode
ser seguida de perto para resolver problemas em outras éreas; mas, supde-se que estamos usando o0
MATLAB paragjudar aresolvé-los.

O processo ou metodologia para resolucéo de problemas que usaremos ao longo do texto
pOSSUi CiNCO Passos:

Enunciar o problema claramente.

Descreva ainformagdo de entrada e saida.

Trabalhar o problema manua mente.

Desenvolver uma solugdo MATLAB.

Testar a solucdo usando uma variedade de grupo de dados.

agrODNE

Descreveremos cada um dos passos usando o exemplo do célculo da disténcia entre dois pontos
em um plano.

1. ENUNCIADO DO PROBLEMA

O primeiro passo € enunciar o problema claramente. E extremamente importante que o
enunciado seja conciso para evitar desentendimentos. Para este exemplo, o enunciados do problema
€

Calcule a distdncia em linha reta entre dois pontos num plano.

2. DESCRICAO ENTRADA/SAIDA

O segundo passo € descrever cuidadosamente ainformacdo que € dada para resolver o problema
e entdo identificar os valores a serem calculados. Estes itens representam a entrada e a saida para o
problema e agregadamente podem ser chamados entrada/saida, ou 1/0. Para muitos problemas, € Util
usar um diagrama que mostra a entrada e a saida. Algumas vezes, este tipo de diagrama é chamado
de “caixa preta’ porque ndo estamos definindo para este ponto todos os passos para determinar a
saida, mas estamos mostrando a informacdo que é usada para calcular a saida. Para este exemplo,
poderiamos usar o diagrama na figura 1.1.

Cap. 1 - Uma Introducdo a Solucéo de Problemas 1
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ponto 1 —>

—» disténciaentre os pontos
ponto 2 )

Figural.1l — Diagramal/O
3. EXEMPLO MANUAL

O terceiro passo € trabalhar o problema manualmente ou com uma calculadora, usando um
pequeno grupo de dados. E um passo muito importante e ndo deve ser ignorado por mais simples
que sgja o problema. E um item no qual voceé trabalha os detal hes da solucéo do problemas. Se vocé
ndo pode pegar um simples grupo de nimeros e calcular a saida (sgja manualmente ou com uma
calculadora), entdo vocé ndo estd pronto para executar 0 proximo passo; vocé deve reler o
problemas e talvez consultar material de referéncia. Uma vez que pode trabalhar o problema de um
simples grupo de dados, entdo vocé esta pronto para desenvolver um algoritmo ou um esbogo passo
a passo da solucdo. Este eshoco € convertido para os comandos MATLAB para que possamos usar
o computador para fazer todos os célculos. O exemplo manua para o este exemplo é mostrado a

Sseguir:
Suponha gue os pontos p; e p, tenham as seguintes coordenadas:
p1= (1’5)’ P2 = (4’7)

Queremos calcular a distancia entre dois pontos, que € a hipotenusa de um tridngulo
retangulo, conforme mostra a figura 1.2. Usando o Teorema de Pitagoras, podemos calcular a
disténcia d com a seguinte equacao:

d=+/s1? +s22

d=/(4- )% +(7- 5)°

d=4+13
d=361

(1.5

Yy @7

1

Figura 1.2 — Distancia entre dois pontos.

Cap. 1 - UmaIntroducéo a Solucdo de Problemas 2
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4. SOLUCAOMATLAB

No proximo capitulo, falaremos sobre os comandos MATLAB. Contudo, da solugdo vocé pode
ver que os comandos sdo muito similares as equacdes que foram usadas no exemplo manua. O
sina de percentagem é usado para anteceder comentarios que explicam os comandos MATLAB.

%

% Este programa calcula e imprime

% distancia, em linhareta, entre dois pontos.
pl=1[15]; % ponto 1inicial

p2 = [4,7]; % ponto2 inicia

d = sgrt (sum ((p2-pl).~2)) % calcular disténcia

5. TESTANDO

O passo final em nosso processo de solucdo de problemas é testar a solugdo. Primeiramente,
devemos testar a solucdo com os dados do exemplo manual, j& que calculamos a solugdo. Quando
os comandos MATLAB na solucéo sdo executados, 0 computador mostra a seguinte saida:

d = 3.6056

Esta saida coincide com o valor que calculamos no exemplo manual. Se a solugdo MATLAB
ndo coincidir com o exemplo manual, devemos rever ambas solugdes a fim de encontrar o erro.
Uma vez que a solucdo trabalha com o exemplo manual, devemos também testé-la com vérios
grupos de dados para certificar que a solugcdo € vdida para outras séries de dados.

Cap. 1 - Uma Introducdo a Solucéo de Problemas 3
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Capitulo 2 - Matrizes, Vetores e Escalares

A capacidade de visualizaggo dos dados é um fator importante na solugdo de problemas de
engenharia. As vezes, o dado € um simples niimero como o raio de um circulo. Outras, um grupo
de coordenadas x-y-z que representam 0s quatro vértices de uma piréamides com uma base triangular
no espaco. Podemos representar 0 exemplos citados usando um tipo especial de estrutura de dados
denominada matriz. Matriz é uma tabela de nimeros dispostos em m linhas e n colunas. Assim,
um simples nimero pode ser considerado uma matriz com uma linha e uma coluna, uma
coordenada x-y pode ser considerada uma matriz com uma linha e duas colunas, e um grupo de
guatro coordenadas x-y-z pode ser considerada uma matriz com quatro linhas e trés colunas. Como
exemplo, temos:

ou
a
Og
ou
u
24

A=[35] B=[15 3.1] C=

D:D> D D D ('P\

O r r P
]

O b R O

Se uma matriz contiver m linhas e n colunas, entdo contera um total de m . n elementos.
Cada elemento da matriz é indicado por indices, a;. O primeiro, i, indica a linha, o segundo, j,
indica a coluna onde o elemento se encontra. Assim, o elemento &, da matriz B € 3.1. Seo
nimero de linhas e colunas forem iguais, entdo dizemos que a matriz € uma matriz quadrada. Se a
matriz tiver apenas uma linha e uma coluna, podemos dizer que o valor € um escalar, se a matriz
contiver apenas uma linha ou uma coluna, a0 matriz é chamada vetor-linha ou vetor-coluna,
respectivamente.

Exercicios

Responda as seguintes questdes sobre esta matriz:

@6 15 23 -050
82 05 -01 -20
G=6&7 82 90 150
05 05 24 054
g2 -23 -45 05§

Qual é aordem de G?
G € uma matriz quadrada?

Dé as referéncias para todas as posicdes que contém o valor 0.5.

> w D P

Dé as referéncias para todas as posi¢es que contém valores negativos.

Cap. 2 — Matrizes, Vetores e Escalares 4
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Definindo Matrizes no MATLAB

Suponha gque queiramos agora criar as matrizes A, B e C usando o MATLAB. Havérios
métodos de definicdo de matrizesno MATLAB. Veamos cada um:

Modo mais simples:
Nomedamatriz =[ a1 &2 &3 ...8n; &1 &2 &3 ... &n; .. ;8ni &2 &3 --. &m];
Assim, asmatrizes A, B e C serdo representadas por:

A=[35];
B =[15, 3.1];
C=[-1,0,0; 1,1,0; 1,-1,0; 0,0,2];

O nome da matriz deve comecar com uma letra e conter no maximo 19 caracteres que
podem ser nimeros, letras ou caracter sublinhado, e aparece ao lado esquerdo do sinal de igual. O
lado direito contém os dados entre colchetes por ordem de linhas. O ponto-e-virgula separa as
linhas, e os valores das linhas podem estar separados por virgulas ou por espacos. O valor pode
conter um sinal de + ou -, e um ponto decimal, mas ndo pode conter uma virgula, como 32,154.

Quando definimos uma matriz, 0 MALTAB imprime o valor da matriz na proxima linha a
menos que cologuemos um ponto-e-virgula depois da definicdo. Tente entrar com as matrizes A, B
e C sem o ponto-e-virgula.

Vocé também pode definir uma matriz digitando uma cada linha separadamente. Como
exemplo, amatriz C:

cC=[-1

oORr R
I

orro

Nooo

Se quisermos, por exemplo, definir um vetor-linha F com 10 valores, também podemos
fazer:

F = [152 64 197 42 42 55 82 22 109]
F=[15264197 4242, ...
55 82 22 109]

Esta forma é muito usada quando a linha de uma matriz € extensa. Podemos terminar uma
linha com uma virgula seguida de trés ou mais pontos, e continuar a entrar com os valores restantes
na proxima linha da area de trabalho do MATLAB.

Cap. 2 — Matrizes, Vetores e Escalares 5
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Podemos também definir uma matriz usando outra que ja definida. Por exemplo, considere
as seguintes matrizes.

B=[15, 3.1];
S=[3.0 BJ;

Estes comandos equivalem a
S=[3.0 15 31];

Podemos também mudar e adicionar valores na matriz usando um referéncia entre
parénteses. Assim, 0 seguinte comando;

S(2)=-10;

Muda o segundo valor damatrizS de 1.5 para—1.0.

A ordem da matriz pode ser alterada. Se executarmos o seguinte comando:

S(4) =55

Entdo amatriz S terd quatro valores em vez de trés. Se executarmos o comando:

S(8) = 9.5;

Entdo a matriz S tera 8 elementos, e os valores de S(5), S(6) e S(7) sdo automaticamente

nulos, j& que ndo foram atribuidos valores para eles.

Exercicios

Determine a ordem das matrizes a seguir. Verifique suas respostas usando o MATLAB.

1. A=[1,00,0,0,1]; 6.T=[ 424 9];

2. B=[2;4;6;10]; Q=[TOT];

3. C=[535;62-3; 7.X=[3 6];

4 D=[34 8.R=[C; X,5];
57 9.V=[C(21);B];
910 J; 10. A(2,1) =-3;

5E=[35100, 0003, 3909 8],

Cap. 2 — Matrizes, Vetores e Escalares 6
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As matrizes também podem ser definidas através de informacéo armazenada em
arquivos. O MATLAB trabalha com dois tipos diferentes de arquivos: Os arquivos MAT e
os arquivos ASCII.

Os arquivos MAT

Os arquivos MAT sdo gerados por um programa MATLAB usando o comando
save, que contém o nome do arquivo e as matrizes que devem ser armazenadas. A extensao
.mat é automaticamente adicionada ao nome do arquivo. Assim, para salvar matrizes A, B e
C, em um arquivo .mat nomeado “teste 1" devemos fazer:
save teste 1 ABGC;

Para recuperar as matrizes no programa MATLAB, usamos o comando:

load teste 1

Arquivos ASCII

Um arquivo ASCII que sera usado juntamente com um programa MATLAB deve
conter informagdo exclusivamente numérica, e cada linha do arquivo deve conter 0 mesmo
nimero de dados. O arquivo pode ser gerado utilizando um processador de texto ou, por
exemplo, utilizando programas como o Fortran ou ainda, por um programa MATLAB
usando a seguinte forma do comando save:

saveteste 1.dat R /ascii

Cada linha da matriz R serd escrita para linhas distintas no arquivos de dados.
Recomenda-se utilizar a extensdo .dat paraser mais fécil distingui-los dos arquivos MAT
e dos arquivos M.

O comando load seguido do nome do arquivo irdrecuperar ainformacdo da matriz R.

load teste 1.dat;

Operador Dois Pontos (:)

Suponha que queiramos armazenar a primeira coluna da matriz datal em um vetor
X, € a segunda coluna em um vetor y. O uso do operador dois pontos () € Util na criacdo de
matrizes ou vetores. Dependendo do argumento, pode significar todas as linhas ou todas as
colunas da matriz-referéncia. Para 0 nosso exemplo, temos:

Cap. 2 — Matrizes, Vetores e Escalares
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datal = [0.0,0.0; 0.1 0.2; 0.3 0.6];
X =datal (:, 1);
y=datal (:,2);

Os elementos do vetor x correspondem a primeira coluna de datal. O segundo
comando cria um vetor y cujos elementos correspondem a segunda coluna da matriz datal.
Se quiséssemos criar um vetor z cujos elementos sejam os elementos da primeira linha da
matriz datal, devemos fazer:

z=datal(l,:);
Se 0 operador dois pontos for usado na seguinte notagao:
H=1:8;

A matriz H contém osvalores 1, 2, 3,4, 5,6, 7 8. O operador “ : ” entre os dois
nimeros inteiros gera todos os inteiros entre os dois nimeros especificados. Se for usado
para separar trés nimeros, os dois pontos gerardo valores entre o0 primeiro e terceiro
nimeros, usando o0 segundo nimero como incremento. A notacdo abaixo gera um vetor-
linha denominado TEM PO que contém os nimeros de 0.0 a 5.0 com incrementos de 0.5:
TEMPO=0.0:0.5:5.0;

O incremento também pode ser um valor negativo como:

VALORES=10:-1: 0;
Os elementosde VALORES s80 10, 9,8, 7, 6, ... O.

O operador dois pontos pode também ser usado para selecionar uma sub-matriz de
uma outramatriz. Por exemplo, considere a matriz abaixo:

C=[-1,0,0;1,1,0; 1,-1,0; 0,0,2];
Se executarmos 0s comandos:

PARTE 1=C(:, 2:3);
PARTE 2=C (34, 1.2);

Definimos as matrizes:

PARTE 1=[00;10;-10; 02];
PARTE 2=[1-1;00][;

Cap. 2 — Matrizes, Vetores e Escalares
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Observagoes:

O MATLAB reconhece uma matriz ‘vazia. Ha varias maneiras de geraéla. Como
exemplo, temos:

A=[]
B=4:-1.5

A expressdo C (: ) equivale aumalonga matriz coluna que contém a primeira coluna de
C, seguida pela segunda coluna de ¢ e assim por diante.

Exercicios

Determine as ordens e o contelido das matrizes abaixo. Use amatriz G como referéncia

06 15 23 -050
28,2 05 -01 - 2,03
G=&7 82 90 150
e u
H5 05 24 05
812 -23 -45 05§

Verifique suas respostas usando o MATLAB.

A=G(,2);
B=G(®4,:);
C=[10:15];

D =[4:9; 1.6];
E=[-55];

F =10.0:0.1:1.0];
T1=G(4:5,1:3);
T2=G(1:2:5,:);

© N o o0 A~ 0 DN PF

Solucéo:

Cap. 2 — Matrizes, Vetores e Escalares
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Comando Input

Vocé pode entrar com os valores da matriz, via teclado, utilizando o comando
input que mostra um texto e ent&o espera por uma entrada. Considere o comando:

z=input (‘Vaoresdez: ’);

Quando este comando é executado, o texto “ Valores de z: " é mostrado natela. O usuario
pode entrar com uma expressdo como [ 5.1 6.3 -18.0] o qual especificavalores paraz. Ja
gue o0 comando input termina com um ponto-e-virgula, os valores de z ndo sdo imprimidos
guando o comando é executado.
Imprimindo Matrizes

O modo mais simples de imprimir uma matriz é entrar com seu nome. O nome da
matriz € repetido, os valores da matriz serdo imprimidos na proxima linha. Existem vérios
comandos que podem ser usados para alterar a saida a ser imprimida.

Comando format

Suponha os comandos abaixo:

»a=[123]; »T=[1124 37];
»Cc=2*%a »U=2*T

c= U=

2 4 6 2.2000 4.8000 7.4000

Por definicdo, se 0 elemento de uma matriz for um nimero inteiro, 0 MATLAB
apresenta 0 resultado como numero inteiro. Se o elemento for um ndmero real, o
MATLAB apresenta-o com cinco digitos significativos, ou sgja, quatro digitos a direita do
ponto decimal. Podemos alterar o formato numérico utilizando o comando format.

Exemplo: Sgjaumavaridvel A que armazene araiz quadrada de 2.

» A =ggrt(2)

De acordo com o formato numérico escolhido, a varidvel A pode estar apresentada sob a
forma

Cap. 2 — Matrizes, Vetores e Escalares
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Comando MATLAB Variavel A Descricao
Format long 1.41421356237310 16 digitos
Format short 1.4142 5 digitos — formato numérico padréo
Format short e 1.4142e+000 5 digitos - notacdo cientifica
Format long e 1.414213562373095e+000 16 digitos — notagdo cientifica
format + + “+” para valores positivos e “-” para
valores negativos
format rat 1393/985 aproximagao racional
format hex 3ff6a09e667f3bcd formato hexadecimal

Comando disp

Quando quisermos exibir o contelido de uma matriz sem imprimir seu nome ou
imprimir um pegueno texto, usamos o comando disp. Assim, se a varidvel temp contiver
um valor de temperatura em graus Celsius, podemos imprimir o valor em uma linha de
comando e a unidade na linha posterior:
disp(temp); disp (‘graus Celsius)

Se o valor de temp for 78, entdo a saida sera:

78 graus Celsius

Comando fprintf

O comando fprintf nos permite imprimir textos e contelido de matrizes. Podemos
também especificar o formato numérico . Suaformagerd é

fprintf (formato, matriz)
O modo formato contém o texto e as especificacdes que sdo:
% e indicaque osvalores damatriz seréo impressos em notacdo exponencial
% f indica que os valores da matriz serdo impressos em notagcdo decimal ou em notagéo fixa,
isto &, o usudrio pode especificar o nimero de algarismos significativos juntamente com
0 ponto decimal.
% g podeindicar as duas formas acima, dependendo de qual delas seraamais curta.

O modo matriz denota a varidvel cuja matriz est4 armazenada.

Um simples exemplo de aplicacéo do comando fprintf € mostrado abaixo:
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fprintf (‘A temperaturaé %f graus Celsius \n’, temp)

A saida seria:

A temperatura é 78.0000 graus Celsius

Se modificarmos o comando para esta forma:

fprintf (‘A temperaturaé \n %f graus Celsius \n’, temp)
Ent&o, a saida seria

A temperatura é

78.0000 graus Celsius

Os formatos especificos %f, %e, e %g também podem conter informacdo para
especificar o nimero de casas decimais aimprimir e o niUmero de algarismos significativos,
juntamente com o ponto decimal, conforme explicado no inicio da secdo. Considere o
seguinte comando:

fprintf (‘A temperaturaé %4.1f graus Celsius \n’, temp)

A saida mostrara o valor de temp com 4 algarismos, sendo que um destes sera um
ponto decimal, conforme mostramos abaiXo:

A temperatura € 78.0 graus Celsius

Gréaficos X-Y

Suponhamos que queremos plotar os valores de uma matriz em vez de imprimi-los.
Podemos usar 0 MATLAB para plotar graficos. Nesta se¢do, mostraremos como gerar um
smples gréfico x-y de dados armazenados em dois vetores. Entdo, sem conhecer alguns
comandos, vocé pode imediatamente comecar usando o MATLAB para gerar graficos.

Suponha que queira plotar os dados de temperatura a seguir coletados em uma
experiéncia de fisica

Cap. 2 — Matrizes, Vetores e Escalares
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Tempo,s Temperatura, °C
54.2
58.5
63.8
64.2
67.3
715
88.5
90.1
90.6
89.5
90.4

Boo~N~NouhrwNnRO

Suponha também que os dados relativos ao tempo estgjam armazenados em um
vetor denominado X, e que os relativos a temperatura estejam armazenados em um vetor
denominado y. Para plotar estes pontos, simplesmente usamos o0 comando plot, ondex ey
s80 vetores-linha ou vetores-coluna.

plot (x, y)

O gréfico é gerado automaticamente. A prética mostra que um bom gréfico deve
incluir unidades, titulo e uma breve descricdo. Logo, podemos aperfeicodlo como os
seguintes comandos:

Title Adiciona um titulo ao gréfico.
Xlabel Inclui uma descricdo na direcdo do eixo-X
Y label Inclui uma descri¢do na direcdo do eixo-y
Grid Adicionalinhas de grade ao gréfico
Whitebg Mudaa cor de fundo do gréfico para branco.
Assim,
plot (X,y), ...

title (‘ Laboratorio de Fisica - Experiéncial’), ...
xlabel (‘Tempo, S), ...

ylabel (‘ Temperatura, graus Celsius'), ...

grid

whitebg

Cap. 2 — Matrizes, Vetores e Escalares
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Laboratdrio de Fisica - Experiéncia 1

Terperatura, graus Celsius
o o - | =l o [un]
- m (] m (] m

m
[y
T

[
)

Os trés pontos usados depois dos quatro comandos sGo usados para gque o
MATLAB execute os seis comandos em uma Unica vez. Para aprender mais opcbes para
gerar gréficos x-y e outros tipos de graficos, veja o capitulo 7.

Aplicacéo a Solucéo de Problemas: Analise de Dados de um Tunel de Vento

Um tanel de vento € uma camara de teste construida para produzir diferentes
velocidades de vento, ou nimeros Mach (razéo entre a velocidade do vento e a velocidade
do som). Modelos em escala precisa de aeronaves podem ser equipados sobre suportes de
medicdes de forca na cABmara de teste, e as medidas das forcas sobre o modelo podem ser
feitas para diferentes velocidades de vento e angulos do modelo relativo a direcéo da
velocidade. Ao fina de um longo teste de tinel de vento, muitos grupos de dados séo
coletados e podem ser usados para determinar o lift, drag e outras caracteristicas da
performance aerodinamica do novo modelo para vérias vel ocidades de operacao e posicdes.

Usamos esta aplicacao vérias vezes em nossos problemas ao longo do texto. Nesta
secdo, supomos que os dados coletados do teste do tunel de vento foram armazenados em
um arquivo ASCII denominado ventol.dat. Gostariamos de visuaizar o gréfico dos dados
para verificar se 0s sensores sobre 0 modelo em escala parecem trabalhar adequadamente.
Suponhamos que cada linha do arquivo contém um angulo de v6o em graus e um
correspondente coeficiente de lift. Para este exemplo, usamos 0s seguintes dados:
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Angulo de Véo| -4 -2 0 2 4 6 8 10 12 14

(graus)

Cosficiente de| -0,202 |-0,050| 0,108 | 0,264 | 0,421 | 0,573 | 0,727 | 0,880 | 1,027 | 1,150 | 1,195
Sustentacdo

Angulo de Véo| 17 18 19 20 21

(graus)

Coeficiente de| 1,225 | 1,250 | 1,245 | 1,221 | 1,177

Sustentacdo

Mesmo que pareca simples ler e plotar os dados usando o MATLAB, usaremos a
metodol ogia descrita no capitulo anterior para mostrar € igualmente simples o0 processo que
nos permite estruturar nossas idéias no desenvolvimento na solucdo de problemas.

1. ENUNCIADO DO PROBLEMA

Gerar um grafico do angulo de voo e coeficiente de lift.
2. DESCRICAO ENTRADA/SAIDA

Sempre que for possivel, usaremos um diagrama 1/O, conforme mostrado na figura
a seguir. Neste exemplo, lemos as informagbes contidas em um arquivo € usamos 0
MATLAB para ploté-las. O diagrama contém um simbolo de um disquete para representar

0 arquivo gue é a entrada (observe que colocamos 0 nome do arquivo abaixo do simbolo) e
um simbolo de um gréfico para representar a saida, que € o gréfico dos dados.

vental dat O . izi

Diagramal/O

3. EXEMPLO MANUAL

Apesar de ser apenas um gréfico, devemos estudar superficialmente uma peguena
parte dos dados e determinar, grosseiramente, como seria o gréfico correspondente. Neste
exemplo, se examinarmos os dados podemos perceber que inicialmente o coeficiente de lift
é-0,2 e que 0 Mesmo cresce até alcancar um méaximo de 1,25 paraum angulo de 18° . Seo
gréfico que obtivermos for muito diferente do que esperdvamos (por exemplo, valor inicial
0,7 e um maximo de 1,177 para um angulo de 21 graus), entdo devemos novamente checar
os dados e os comandos MATLAB usados.

4. SOLUCAOMATLAB

5. TESTANDO
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Capitulo 3 - Célculo Fundamentais e M atrizes Especiais

As operacdes de adicéo, subtragdo, multiplicacéo e divisdo sdo a maioria das operacdes
fundamentais usadas por engenheiros e cientistas. Podemos executar outras operacdes de rotina,
como o cdlculo da raiz quadrada ou o logaritmo de um valor ou a tangente de um angulo. Estas
operacoes podem ser executadas sobre um valor simples (um escalar), aplicadas a uma lista de
valores (vetor), ou aplicadas a um grupo de valores armazenados em uma matriz. Neste capitulo
aprenderemos como executar todas estas operacdes e fungbes. E também, aprenderemos como usar
ndimeros complexos no MATLAB.

3.1 Valores Especiais e Matrizes Especiais

O MATLAB contém um grupo de constantes pré-definidas, valores e matrizes especiais
Uteis para uso em programas do MATLAB.

Valores Especiais
p pi O vaor de p é automati camente armazenado nesta variavel.
01 ij  Estasvaridveis sdo iniciamente agrupadas ao valor O-1. Vea a segdo 3.5 pare

uma discussdo completa sobre nimeros complexos.

¥ inf  Esta varidvel é a representacdo do MATLAB para infinito, o qual ocorre
tipicamente como o resultado de uma divisdo por zero. Uma mensagem de
aviso é imprimida, se vocé mostrar o resultado da divisdo, o valor serd ¥ .

Not-a NaN  Ocorre em grande parte quando a expressdo € indefinida, como a divisdo de
number Zero por zero.

clock Exibe ahoraatua em um vetor linha de seis e ementos contendo ano, més, dia,
hora, minute e segundos.

date Exibe adataatual como por exemplo, 20-Jun-92.

ans Varidvel usada para armazenar valores calculados por uma expressao que €
cal culada mas ndo armazenada em uma variavel nomeada.

Matrizes Especiais

O MATLAB contém um grupo de funcBes que geram matrizes especiais. Algumas destas
matrizes tem aplicacdo especifica as técnicas numéricas discutidas posteriormente.
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Magic Square

Uma matriz magic square de ordem n é umamatriz n x n constituida de nimeros inteiros
de 1 an’. Oselementos gy da matriz est&o dispostos de forma tal que o somatério de cada linha é
igual ao somatorio de uma coluna.

Forma Geradl: magic (n) matriz square magic de ordem n.

Assim, para saber 0 quadrado mégico de ordem 3 , o prompt do MATLAB deve
apresentar:

magic (3)
Zeros
Esta fun¢do gera uma matriz zero, isto € uma matriz cujos elemento g; sdo nulos.
Forma Geral: zeros(n) Gera uma matriz zero, quadrada, de ordem n.
zerog(m,n)  Geraumamatriz zero de ordemmx n.
Ones
A fung&o ones gera uma matriz cujo valor dos elementos g; € unitério.
Argumento: ones(n) Gera uma matriz quadrada de ordem n.
ones(m,n) Gera uma matriz de ordem m x n.
Eye

A matriz identidade pode ser gerada pelo MATLAB através da funcdo eye. Uma matriz
identidade € uma matriz escalar de qualquer ordem cujos elementos a; sdo iguaisa 1 parai = j.
Apresenta 0 mesmo formato que as fungdes anteriores. O formato “eye(n)” gera uma matriz
identidade de ordem n. Ja o formato “eye (m,n)” geraumamatrizdeordemmxn .

Pascal

Cria uma matriz cujas diagonais lembram o tridngulo de Pascal. Assim, Sse usarmos o
comando pascal(5), a seguinte matriz é gerada:

1 1 1 1
2 3 4 5
3 6 10 15
4 10 20 35
5 15 35 70

PR RPR R
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3.2 Operag0Oes entre Escalares

Célculos aritméticos sdo identificados usando expressdes. Uma expressao pode ser téo
simples como uma constante, ou pode ter matrizes e constantes combinadas com operacdes
aritméticas. Nesta secdo, discutiremos operacfes envolvendo somente escalares. Na secdo
posterior, estendemos as operacfes incluindo operactes elemento por elemento entre escalares e
matrizes ou entre duas matrizes.

As operacdes aritméticas entre dois escalares s8o mostradas na tabela 3.1. Uma expressdo
pode ser resolvida e armazenada em uma variavel especifica, como no comando seguinte, o qual
especifica que os valores em a e b serdo adicionados, e a soma armazenada em umavariavel x:

Xx=a+b

Este comando deve ser interpretado como o valor em b adicionado ao valor em a, ea
soma € armazenado em X. Se nés interpretamos os comandos desta forma, entdo nés preocupamos
pelo seguinte comando MATLAB vélido.

count = count + 1

E 6bvio que esta instrugdo ndo é um comando algébrico valido, mas o MATLAB explica
que 1 é adicionado ao valor em count, e o resultado sera armazenado nesta variavel. Ou sgja, o valor
em count serd acrescido de 1 (ou incrementado por 1).

E importante reconhecer que uma varidvel pode armazenar somente um valor por vez. Por
exemplo, suponha gque as seguintes instrucdes seréo executadas seguidamente;

Time=0.0
Time=5.0

O valor 0.0 é armazenado na variavel time quando a primeirainstrucdo € executado e entéo
substituido pelo valor 5.0 quando a segunda instrucdo € executada.

Quando vocé entra com uma expressdo sem especificar uma variavel para armazenar o
resultado, 0 mesmo é automaticamente armazenado em uma variavel denominada ans. Cada vez
gue um novo valor € armazenado em ans, o valor anterior € perdido.
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Tabela 3.1 — Operagdes aritméticas entre dois escalares

Operacéo Forma MATLAB
Algébrica

Adicéo at+b a+b
Subtracéo a-b a-b
Multiplicagéo axb arb
Divisdo Direita a alb

b
Divisdo b ab
Esquerda a
Exponenciacio & ab

Hierarquia em Operacles Aritméticas

Sabendo que vérias operagdes pode ser combinadas em uma simples expressdo aritmética,
€ importante conhecer a ordem nas quais as operacOes serdo executadas. A tabela 3.2 contém a
ordem de prioridade das operacdes aritméticas no MATLAB. Note que esta prioridade também
segue a prioridade algébrica padréo.

Tabela 3.2 Hierarquia em operacles aritméticas
Prioridade Operacéo

1 Parénteses

2 Exponenciacdo, esquerda a direita

3 Multiplicagdo e Divisdo, esquerda a direita
4 Adicdo e Subtracdo, esquerda a direita

Suponha gque queremos calcular a érea de um trapézio, e também suponha que a variavel
base contenha o comprimento da base e que altura_1 e altura_2 contenham as duas aturas. A area
de um trapézio pode ser calculada usando o seguinte enunciado:

area= 0.5*h*(B + b);

Suponha que omitamos os parénteses:

area= 0.5*atura*B + b;

Este enunciado seria executado como se fosse 0 enunciado a seguir:

area= (0.5*atura*B) + b;

Note que embora a resposta incorreta tenha sido calculada, ndo ha mensagens de erro

imprimidas alertando-nos quanto ao erro.  Portanto, € importante estar cauteloso quando
convertemos equagdes para comandos do MATLAB. Adicionar parénteses extras € uma maneira
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fécil parater certeza que os célculos sdo feitos na ordem que vocé quer. Se uma expressdo € longa,
divida-aem vérias expressdes. Por exemplo, considere a seguinte equacao:

f= xX-2%+63
x*> + 0,5005% — 3,14

O valor de f poderia ser calculado usando os seguintes comandos, onde x € um escalar:

numerador = x"3 - 2*x"2 + X +6.3

denominador = x"2 + 0.5005*x - 3.14

f = numerador/ denominador

E melhor usar vérias equagBes que s30 mais faceis de compreender que apenas uma, que
requer maior cuidado na hora de imaginar a ordem das operagoes.

Exercicios

Dé os seguintes comandos do MATLAB para calcular os seguintes valores. Suponha que
as variaveis nas equacdes so escalares e tenham val ores determinados.

1. Cosficiente de fricgdo entre um pneu e o pavimento:
Friccdo= _ V°

30s

2. Fator de correcdo em célculo de pressdo:
falor=1+ b_+ c_

v v
3. Distanciaentre dois pontos:
Slope= y* - y*
x? - xt

4. Resisténciade um circuito paralelo:

resisténcia = 1
1 o+ 1 + 1
I I I3

5. Perdade pressdo de um cano de friccéo

perda= f.p. 1 . V°

d 2
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Limites Computacionais

Para a maioria dos computadores, a escala de valores estende-se de 10°® a 10°®, o que
deve ser suficiente para acomodar grande parte dos calculos. Contudo, € possivel obter resultados
gue estejam fora deste alcance, como mostramos a seguir:

Suponha que executamos 0s seguintes comandos:

X = 2e200;
y = 1e200;
Z=X*y,

Como o acance é de 10°%® a 10°®, entdo os valores de x e y estdo dentre do limite
estabelecido. Mas, o valor de z é 2e400, e este valor ultrapassa o0 alcance. Este erro € chamado
overflow porque o expoente do resultado de uma operacéo aritmética é demasiadamente alto para
ser armazenado na meméria do computador. No MATLAB, o resultado de um expoente overflow €
infinito(¥).

Suponha agora que executamos 0s seguintes comandos:

X = 2.5e-200;
y = 1e200;
z=xly;

O erro de underflow é um erro similar causado pelo expoente do resultado de uma
operacao aritmética ser pegueno demais para ser armazenado na memoéria do computador.  Os
valores de x e y hovamente estéo dentro do alcance permitido, mas o valor de z deve ser 2.5e-400.
Se 0 expoente € menor que 0 minimo, causamos um erro de underflow. No MATLAB, o resultado
de underflow é zero.

Sabemos que a divisdo por zero € uma operacdo invalida. Se uma expressdo resulta em
uma divisdo por zero no MATLAB, o resultado da divisdo é ¥. O MATLAB imprimira uma
mensagem de aviso e logo a seguir o célculo continua. As operacOes posteriores usam como ¥
resultado da divis&o.

3.3 Operacdes de Conjuntos

Uma operacéo de conjunto € uma operacdo elemento por elemento. Por exemplo, suponha
gue A e B sgam vetores-linha com cinco elementos. Um modo de gerar um novo vetor C com
valores que sgjam produtos dos valores correspondentes em A e B € 0 seguinte:

Cap. 3 — Célculos com Matrizes 21



:/-\<€ Iee/ Curso deMATLAB

C(1) = A(D)*B(D);
C(2) = A(2*B(2);
C(3) = A(3)*B(3);
C(4) = A(4)*B(4);
C(5 = A®)*B(S);

Estes comandos sdo essencialmente comandos escalares porque cada comando multiplica
um simples valor por um outro e armazena o produto em um terceiro valor. Para indicar que
executamos uma multiplicagdo elemento por elemento entre duas matrizes de mesma ordem,
usamos um ponto antes da operagdo. Assim, 0s cinco comandos acima podem ser substituidos pelo

seguinte:
C=A *B;

Se omitirmos o0 ponto estaremos executando uma operacéo matricial. OperagOes matriciais
€ 0 tema que sera discutido no capitulo 6.

Para as operacOes de adicdo e subtracdo, as operacOes de conjunto e matriciais séo
idénticas, e entdo ndo precisamos distingui-las. Contudo, as operacdes de conjunto para
multiplicacdo, divisdo e exponenciacdo sdo diferentes das operagdes matriciais para multiplicagéo,
divisdo e exponenciagdo e por isso devemos usar 0 ponto quando queremos especificar uma
operacdo de conjunto.

Uma operacdo elemento por elemento, ou operacdes de conjuntos, aplicam-se ndo somente
para operacdes entre duas matrizes de mesma ordem como também em operacdes entre um escalar
e um ndo escalar. Contudo, a multiplicacdo de uma matriz por um escalar e a divisdo esquerda de

uma matriz por um escalar podem ser escritas de modo ou de outro. Assim, os dois comandos em
cada grupo de comandos abaixo sdo equivalentes para uma matriz ndo escalar A.

B = 3*A;
B =3*A;

C=A/5
C=A 5

As matrizes resultantes B e C teréo a mesma ordem de A.
Para mostrar as operacdes de conjunto para vetores, considere 0s seguintes vetores-linha:

A=[2586]
B=[235]

Se calculamos o produto elemento a elemento de A e B usando 0 seguinte enunciado:

C=A*B
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Ent&o, C contera os seguintes valores:

C=[4 15 30]

O MATLAB tem dois operadores de divisdo — uma divisdo que usa o simbolo “/”e outra
gue usao simbolo “ \”. O comando para divisdo direita:

C=A.B;

IrA gerar um novo vetor no qual cada elemento de A ¢é dividido pelo elemento
correspondente de B. Assim, C contera os seguintes valores:

C=[1 1667 1.2]
O comando para divisdo esquerda:
C=A\B
Ir& gerar um novo vetor no qual cada elemento é o elemento correspondente de B dividido
pelo elemento correspondente de A. Entdo, C contera os seguintes valores:

C=[1 0.6 0.833]

A exponenciagdo de conjunto também € uma operacdo elemento por elemento. Por
exemplo, usamos 0s mesmos valores para A e B, considere os comandos:

C=AN2
D=A"B;

Os vetores C e D serdo os seguintes:

C=[4 25 36]
D =[4 125 7776]

A operacdo também é vélida para uma base escalar e um expoente vetor, como o exemplo
aseguir:

C=3.0."A;
gue gera um vetor com 0s seguintes valores;

C=[9 243 729

Este vetor poderia também ser calculado com a seguinte instrugao:

C=(3)."A;

Cap. 3 — Célculos com Matrizes 23



:/-\<€ Iee/ Curso deMATLAB

Contudo, ainstrucdo a seguir é incorreta:

C=3"A;

O MATLAB supde que o ponto é parte da constante 3, e entdo fazer uma exponenciacao
matricial, que discutiremos no capitulo 6. Se inserirmos um espaco antes do ponto, Como se segue:

C=3 1A

Entdo, o comando tentaria fazer a exponenciacdo elemento por elemento conforme
desgjdvamos. Estes exemplos indicam que devemos ter cuidado quando especificarmos operacdes
de conjuntos. Se ndo tiver certeza que 0 que escreveu é a expressao correta, sempre teste-a com

simples exemplos como agueles que usamos.

d=[15;-1: -1: -5];
z =ones(2,5)
s=d-z
p=d*s
sq=dA3;
Os valores destas matrizes s&0 mostrados a seguir:
d_§12345@ Z_(j:lllllg
€1 -2 -3 -4 -5! & 111 18
60 1 2 3 44 _& 2 6 12 200
5T ¢ { P& 6 12 20 30
&2 -3 -4 -5 -6 o]

_é1 8 27 64 1250
MA=81 .8 .27 -64 - 1250

Exercicios

Dé os valores no vetor C depois execute 0s seguintes enunciados, onde A e B contém os
valores mostrados. Chegue suas respostas usando o MATLAB.

A=[2-150 B=[3 2 -1 4]
A
B 3;

B;
+ AB;

C
C
C

wn e

+
2*A
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C=B./A;
C=B.\A;
C=A"B;
C=(2."B + A;
C=2*B/3.0.*A;

©oNOo O A

Solucédo de Problemas Aplicados a Engenharia: Ecos em Sinais de Comunicagéo

Uma interessante pesquisa estd sendo feita atuamente para desenvolver sistemas de
computadores gque respondam a comandos verbais. O projeto do tal sistema supde que o microfone
colhe o comando de voz e tem uma representacdo nitida da fala. Infelizmente, sensores como os
microfones apresentam distor¢fes, denominadas ruido. Os sistemas com comunicagdes duas vias
também raramente tem ecos que sdo inadvertidamente introduzidos pela instrumentacdo. Por essa
razdo, um sistema reconhecedor de voz deve ser capaz de executar algum processamento do sinal de
voz pararemover algumas das distorcdes e componentes indesgjaveis, tal como os ecos, tentando
antes reconhecer as palavras. Como forma de testar um programa que foi projetado para remover
ecos, devemos estar aptos a gerar um sinal digital e adicionar ecos a0 mesmo. Podemos entéo
avaliar a performance do programa que € suposta para remover os ecos. Nesta secdo, definimos
sinais digitais, e entdo desenvolveremos um programa MATLAB para adicionar ecos a um sinal
digital.

Sinais Digitais

Um sinal € uma fungdo (normalmente em relagdo ao tempo) que representa informacao.
Esta informacéo ou dado séo coletados com um sensor. Alguns dos mais comuns tipos de sensores
sdo microfones, que medem acUstica ou dados sonoros (como a fala); sismémetro, que mede
intensidade de tremor de terra; fotocélulas, que medem a intensidade da luz; termistores, o qual
medem a temperatura; e osciloscopios, que medem tensdes. Os sensores s80 normamente
conectados a outra peca da instrumentacdo chamada conversor anal 6gico-digital (A/D), que amostra
o sina periodicamente e grava o tempo e os valores do sinal que possam ser armazenados em um
arquivo de dados. O sina origina é normalmente uma funcéo continua (ou anal6gica); a sequiéncia
de valores coletados do sina original é denominada sina digital. A figura 3.1 contém um exemplo
de sinal analégico coletado de um sina continuo. O sina analdgico é composto de um grupo de
coordenadas x-y e assim poderiam facilmente ser armazenadas em um arquivo de dados, e entdo ler
um programa MATLAB. Quando plotamos um sinal analégico, geralmente ligamos os pontos com
segmentos de reta em vez de plotar apenas 0s pontos.
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Figura 3..2 — Amostra ou Sinal Digital

Gerando ecosem um sinal

Um eco de um sinal é representado por uma versao atenuada do sinal original e que ocorre
atrasado no tempo em relacdo ao sina original. Por exemplo, afigura 3.3 contém um sinal original

s(t) no primeiro esquema. O segundo esguema contém um eco do sinal origina que foi atenuado

al original; este é¢um ROLLED

€Co porgue os valores do eco sdo negativos do eco esperado. O quarto esguema contém o sinal

original mais os dois ecos adicionados ao mesmo.

30 a0 Sin

~

aproximadamente 50% (ou 0,5) do sina original. O terceiro esquema contém um eco do sina

original atenuado em 30% e atrasado 5 segundos em relag

26
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Figura 3.3 — O sinal original e os ecos.
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Suponha que um sina original foi coletado um periodo de 10 segundos, com um intervalo
de tempo de amostragem de 0,1 segundos. O seguinte grupo de coordenadas foram coletados no
primeiro segundo, e todos os valores do sinal depois estes val ores foram zerados:

Tempo(9) 00 |01 |02 |03 |o4 |05 |06 |07 |08 |09 |10
Vaordosnad |00 |05 |10 |15 |20 |25 |30 |35 |40 |45 |50

Escreva um programa do MATLAB que gera um sinal que contém o sina origina com
trés ecos adicionados a0 mesmo. O primeiro eco € atenuado em 0,5 e atrasado em 2 segundos; 0
segundo eco tem um tempo de atraso de 4 segundos e atenuado em 0,3 segundos; o terceiro eco é
atrasado em 7,5 segundos e atenuado em 0,1. Plote o grafico do sinal original e o sinal com ecos
em um arquivo MAT denominado eco.mat.

1. ENUNCIADO DO PROBLEMA

Dado um sinal original, gerar um novo sinal contendo o sina original mais trés ecos
especificos adicionados aele.
2. DESCRICAO ENTRADA/SAIDA

O reténgulo tracgjado contém uma figura detalhada do processo de geracéo de ecos do
sina de entrada [sn]. Este sina € atrasado e multiplicado por um fator escalar (representado pelo

triangulo) para gerar cada eco. Entdo, o sina original e todos os ecos que sdo adicionados juntos
em um novo sinal [gn], o qual é plotado e armazenado um arquivo de dados chamado eco.mat.
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Figura 3.4 — Diagrama entrada / saida

3. EXEMPLO MANUAL

Para um exemplo manual, usamos os trés primeiros valores do sinal original:

Tempo (s) | Valor do sinal
0,0 0,0
0,1 0,5
0,2 1,0

Os ecos especificos entdo tem os seguintes val ores (n&o-nulos):

Tempo,s Valor do sinal

2,0 (0,5 . (0,00 = 0,0
2,1 (0,5 . (0,5 = 0,25
2,2 (0,5 . (1,0) = 05
Tempo,s  Valor do sinal

4,0 (-03) . (0,00 = 0,0
4,1 (-03) . (05 = -0,15
4,2 (-03) . (1,00 = -0,3
Tempo,s Valor do sinal

2,0 (0,2) . (0,00 = 0,0
2,1 (0,2) . (0,5 = 0,05
2,2 021 . (1,0 =01

A somado sinal original mais os trés ecos sdo mostrados nafigura 3.5.
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3.4 Funcgdes Elementares

As expressdes aritméticas raramente requerem outros calculos que ndo sgjam a adicéo,
subtracéo, multiplicacéo, divisdo, e exponenciacdo. Por exemplo, muitas expressdes requerem o
uso de logaritmos, exponenciais, e funcdes trigonométricas. O MATLAB nos permite usar funcdes
para executar estes tipos de calculos em vez de nos exigirem calculalos usando operacdes
aritméticas basicas. Por exemplo, se quisermos calcular 0 seno de um angulo e armazenar o
resultado em b, podemos usar 0 seguinte comando:

b = sin(angle);

A func¢do sin supde que o0 argumento estd em radianos. Se 0 argumento contém um valor
em graus, podemos converté-lo de graus para radianos dentro da funcéo referéncia:

b = sin (angle*pi/180);
Poderiamos também fazer a conversdo em comandos separados:

angle_radians = angle*pi/180;
b = sin(angle_radians);

Estes comandos sdo validos se angle é um escalar ou se angle € uma matriz. Se angle for
uma matriz, entéo a funcdo sera aplicada elemento por elemento aos valores na matriz.

Agora que ja vimos varios exemplos de fungdes, iniciaremos uma revisdo das regras
relativa as fungdes. Uma funcéo € uma referéncia que representa uma matriz. Os argumentos ou
parametros da funcéo estdo contidos em parénteses seguindo do nome da funcdo. Uma fungdo pode
nao conter argumentos, um argumento ou muitos argumentos, dependendo de sua definicdo. Por
exemplo, pi € uma funcdo que ndo tem argumento; quando usamos a fungado referéncia pi, o valor
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para pi automaticamente substitui a funcdo referéncia.  Se uma funcdo contém mais que um
argumentos, € muito importante dar os argumentos em ordem correta.  Algumas fungdes também
exigem que os argumentos estejam unidades especificas. Por exemplo, as fungdes trigonométricas
supdem que os argumentos estdo em radianos. No MATLAB, algumas fun¢es usam o nimero de
argumentos para determinar a saida da funcdo. Por exemplo, a funcéo zeros pode ter um ou dois
argumentos, pelos quais determinamos a saida.

Uma funcéo referéncia ndo pode ser usada ao lado esquerdo de um sina de igualdade,
desde que este represente um valore e ndo uma varidvel. Funcbes podem aparecer a direita de um
sina de igualdade e em expressdes. Uma funcdo de referéncia pode também ser parte do
argumento de uma outra funcéo de referéncia. Por exemplo, o seguinte comando calcula o
logaritmo do valor absoluto de x:

log_x = log(abs(x))

Quando uma func¢do é usada para calcular o argumento de uma outra funcéo, tenha certeza
de fechar 0 argumento de cada funcéo em seu proprio grupo de parénteses. Esta acomodacéo da
funcdo € também chamada composicdo de funcdes. Nomes de funcdes devem estar em letras
minusculas a menos que o “case sensitivy” esteja desativado.

Agora discutiremos vérias categorias de funcBes que sdo freqlientemente usadas em
cdculos de engenharia. Outras fungdes serdo apresentadas no decorrer dos capitulos tao logo
debatermos topicos relevantes.

Funcbes M atematicas Elementares

As funcdes matemdticas elementares incluem funcBes para executar um numero de
cdculos comuns como o calculo de valor absoluto e a raiz quadrada. Além disso, também
incluimos um grupo de fungdes usadas em arredondamentos. Mostraremos a seguir uma lista destas
fungBes com uma breve descricao:

abs (x) Calcula o valor absoluto de x.

sqrt(x) Calculaaraiz quadrada de x.

round(x) Arredonda o valor de x para o inteiro mais préximo.

fix(x) Arredonda o valor de x para o inteiro mais proximo de zero.

floor(x) Arredonda o valor de x para o inteiro mais proximo de - ¥

ceil(x) Arredonda o valor de x para o inteiro mais proximo de ¥

sign(x) Se x € menor que zero, a funcdo retorna ao valor — 1; se x for igua a
zero, retorna ao valor zero; caso contrario, afungdo retornaao valor 1.

Rem(x,y) Retorna o resto da divisio x/y. Por exemplo, rem (25,4) € 1, e rem
(100,21) é 16.

Exp(x) Esta funcdo retorna ao valor de €, onde e é a base para logaritmo natural
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ou aproximadamente 2.718282.
log(x) Retornaaln x, o logaritmo natural de x paraabase e.
Log10(x) Retorna alogiox, ou sgja, o logaritmo de x na base 10.

Exercicios

Calcule as seguintes expressdes, e entdo verifigue sua respostano MATLAB.

round (-2.6)

fix(-2.6)

floor(-2.6)

ceil(-2.6)

sign(-2.6)
abs(round(-2.6))
sgrt(floor(10.7))
rem(15,2)

. floor(ceil (10.8))

10. 10g10(100) + log10(0.001)
11. abs(-5.5)

12. round([0:0.3:2,1:0.74:4])

CoNOOMWNE

Funcdes Trigonométricas

As funcgdes trigonométricas supdem que os angulos estejam representados em radianos.
Para converter para graus ou de graus para radianos, use as seguintes conversdes, sabendo que 180°
= p radianos:
angulo_graus = angulo_radianos* (180/pi);
angulo_radianos = angulo_graus* (pi/180);

A seguir uma lista de funcdes trigonométricas com uma breve descricao:

sin(x) Calcula o seno de x, em radianos.

cos(x) Calcula o cosseno de x, em radianos.

tan(x) Calcula atangente de x, em radianos.

asin(x) Calcula 0 arcoseno de x, onde x deve estar entre —1 e 1. A funcéo
apresenta um angulo em radianos entre - p/2 e p/2.

acos(x) Calcula o arcocosseno de x, onde x deve estar entre—1 e 1. A funcéo
apresenta um angulo em radianos entre O e p.

atan(x) Calcula o arcotangente de x, onde x deve estar entre—1 e 1. A funcéo
apresenta um angulo em radianos entre - p/2 e p/2.

atan2(x,y) Calcula o arcotangente do valor de y/x. A funcdo apresenta um angulo

em radianos estaraentre - p e p, dependendo dossinaisdex ey.
As outras fungdes trigonométricas podem ser cal culados usando as seguintes equacoes:
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sec X = 1/ cos X
cscx=1/9nx
cotx=1/tanx

Funcdes Hiperbdlicas

Fungdes Hiperbdlicas sdo fungdes de €°; as fungdes hiperbdlicas inversas sdo funcdes de In
X. Estas fungdes sdo Uteis em aplicacbes como o projeto de alguns tipos de filtros digitais. O
MATLAB inclui vérias fungdes hiperbdlicas, como as mostradas nesta breve descricéo:

sinh(x) Calcula o seno hiperbdlico de x.

cosh(x) Calcula o cosseno hiperbdlico de x.

tanh(x) Calcula atangente hiperbdlica de x.
asinh(x) Calcula 0 seno hiperbdlico inverso de x.
acosh(x) Calcula o cosseno hiperbdlico inverso de x.
atanh(x) Calcula atangente hiperbdlica inversa de x.

Exercicios

Dé as expressdes MATLAB para calcular os seguintes valores, dado o valor de x.

coth x
SEC X
acoth x
CSC X
asech x
acsc X

ousrwWNE

Funcgdes de arquivo M

O MATLAB apresenta uma estrutura que nos permite criar fungdes sob a forma de
arquivos M. Como exemplo, considere uma funcdo que estgja em um arquivo-M denominado
circum.m:

function ¢ = circum ('r)
% CIRCUM Circunferéncia de um circulo de raio .

% Para matrizes, CIRCUM (r ) retorna uma matriz

% que contém as circunferéncias de circulos com raios iguais
% aos valores no vetor original.

C = pi*2*r;

Assim, se 0 prompt do MATLAB apresentar:
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r=[0214npil;
a=circum (r);

Os elementos da matriz A corresponderdo as circunferéncias de circulos de raios 0, 1,4 e p,
respectivamente.
Para esta funcdo também séo validos os comandos:

a=>5.6;
disp (circum(a))

c=[12 3; 5 2.3];
circum(c);

Assim, circum passa a ser uma fungdo MATLAB assim como ones, sin e outras. A parte
comentada no arquivo circum.m € usada quando digitarmos help circum no prompt do MATLAB.

Ha algumas regras para escrever uma funcéo de arquivo M:

A funcéo deve comecar com uma linha contendo a palavra function, seguida pelo argumento de
saida, um sina de igual, e o nome da funcdo. Os argumentos para a funcdo devem estar entre
parénteses. Estalinha define os argumentos de entrada e saida;

As primeiras linhas devem ser comentarios porque serdo exibidas quando o menu help for usado
juntamente com o nome da funcgéo , como help circum;

A Unica informagdo retornada da funcdo € contida nos argumentos de saida, que sdo,
obviamente, matrizes. Verificar se a fun¢do inclui um comando que assegure um valor ao
argumento de saida.

Uma fungdo que possui mais de uma variavel de saida como por exemplo:

function [ dist, vel, acel] = motion (x)

Deve apresentar as variaveis de saida dentro de colchetes. Além disso, todos os valores devem
ser calculados dentro da fungéo.

Uma funcé@o que tenha multiplos argumentos de entrada deve listar os argumentos no comando
function, como mostramos no exemplo a seguir, que tem dois argumentos de entrada:

function error = mse (w,d)
As varidveis especiais nargin e nargout podem ser usadas para determinar o nimero de

argumentos de entrada passadas para uma funcéo e o nimero de argumentos de saida solicitados
guando a funcéo é chamada.
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Solucéo de Problemas Aplicados a Engenharia: Sinais de Sonar

O estudo do sonar (sound navigation and ranging) inclui a geragdo, transmisséo, e
recepcdo de energia sonora na agua. Dentre as aplicacOes destacamos. mapeamento geol bgico,
medidas de sinal bioldgico, navegacdo submarina e exploracdo mineral. Um sistema sonar ativo
transmite um sinal que € normalmente um sinal senoidal de freqiiéncia conhecida. As reflexfes ou
0s ecos do sinal sdo recebidos e analisados para prover informagdes sobre o meio envolvente. Um
sistema sonar passivo ndo transmite sinais mas coleta-0s de sensores e 0s analisa baseado em suas
frequéncias.

Nesta secdo, descreveremos as sendides, ja que é um sinal bésico usando em sistemas
sonar. Depois, desenvolveremos um programa MATLAB paragerar um sinal sonar.

Geracado deum Sinal Senoidal
Uma sendide é uma fungdo seno escrita em funcéo do tempo:
g(t) = sen (2pft)
onde f é afreqliéncia da sendide em ciclos por segundo, ou Hertz(Hz).
Se afreqiiéncia de uma sendide for 5 HZ, teremos:
g(t) = sen (2p5t) = sen (10pt)

Ent&o havera cinco ciclos da sendide em um segundo, ou seja, a freqliéncia de uma sendide
€5 HZ. O periodo P de uma sendide é o intervalo de tempo que corresponde a um ciclo; portanto,
o periodo desta sendide é 0,2 segundos. A relacdo entre periodo e fregiiéncia € dada por

f=1P
ondef é afreqiiénciaem Hz e P é o periodo em segundos.
Se a sendide é multiplicada por um escalar A, a equacdo pode ser escrita nesta forma:
g(t) = Asen (2pft)

O escalar é também chamado de amplitude da sendide. Uma sendide com um angulo de
fasef em radianos pode ser escrita como:

g(t) = Asen (2pft+f)

Se o0 angulo de fase for igual a p/2 radianos, a sendide podera ser escrita sob termos de
uma funcao seno ou cosseno, e pode ou ndo incluir um angulo de fase.
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Gerando um sinal sonar

Conforme ja dito, um dos tipos de sinais usados em sistemas de sonar € um sinal senoidal.
As sendides podem ser representadas pela equacao:
onde:

1 [2E
1.|— co fc), O£t£PD
S(t)=}. \ PD s2pte)

} 0 para os demais instantes

E é aenergiatransmitida,
PD é aduracao do pulso em segundos,
fc é afrequéncia em Hertz.

Duragdo de um sina sonar podem alcancar de uma fragdo de milisegundos a alguns
segundos; e as frequiéncias, de poucas centenas de Hz a dezenas de KHz dependendo do sistema e
do alcance de operacéo desejado.

Escreva um programa MATLAB que permita ao usuério entrar com valores de E, PD, e f;
para gerar um sina sonar. Armazene os valores do sinad em um arquivo MAT denominado
sonar.mat. A amostragem do sinal deve cobrir a duragéo do pulso e conter 10 amostras de cada
periodo de x(t). Além disso, adicione um periodo de 200 pontos de siléncio depois do pulso.

1. ENUNCIADO DO PROBLEMA

Escreva um programa para gerar um sinal sonar que contenha 10 amostras de cada periodo
de uma sendide especifica, cobrindo uma duracdo de tempo determinada.

2. DESCRICAO ENTRADA/SAIDA
Os valores de E (energia transmitida em joules), PD (duragéo do pulso em segundos), e f.
(fregliéncia em Hz) sdo os valores de entrada. A saida € um arquivo denominado sonar.mat, que

contém os valores de tempo e sina para a duracdo do pulso sonar, como mostramos na figura 3.7.
Também plotamos o sinal sonar.

N O

— sonar.mat

BN %

3. EXEMPLO MANUAL
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Para um exemplo manual, usamos os valores a seguir:

E =500 joules
PD =5 milisegundos (ms)
fc=35KHz

O periodo da sendide € 1/3500, ou aproximadamente 0,3 ms. Assim, para ter 10 amostras
por periodo, o intervalo da amostragem precisa ser aproximadamente 0,03 ms. A duracéo do pulso
€ 0,5 ms, e portanto precisamos de 167 amostras do sinal:

_[2E
s(t) —J% cos(2pf 1)

1000
t) =
v 0,005
s(t) = 447,2 cos(2p3500t)

cos(2p(3500)t)

Os primeiros valores do sinal sonar sdo calculados com aproximagdo de uma casa decimal.

t(ms) |0,00 |003 |O06 |009 (012 (015 |018 0,21 |0,24 |0,27 |0,30 |0,33

s(t) 447,21353,4111,2 |-177,6 |-391,9 |-441,7 |-306,1 |-42,1 | 239,6 |420,8 |425,3|251,4

Adicionariamos 200 pontos de siléncio através de dados adicionais com seus tempos
correspondentes e valores de sinais.

4. SOLUCAOMATLAB

3.5 Numeros Complexos

As solugdes de muitos problemas de engenharia como sistema de controle para um braco
mecéanico ou andlise da estabilidade de um circuito elétrico envolvem a busca das raizes de uma
equacdo da seguinte forma:

y =f(x)

onde as raizes sao os valores de x paraqua y éigual a zero.
Considere aformageral para um polindmio de grau n:
ax” +ax™ + ax™ + L+ X +axX + aw =0
Um polindmio de grau n tera n raizes, sendo que algumas podem ser raizes multiplas ou

raizes complexas. Nesta secdo discutiremos as operacfes com nimeros complexos e as funcdes
MATLAB que os usam.
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Operacdes Aritméticas com Numer os Complexos

Os comandos MATLAB reconhecem os nimeros complexos usando i para representar O-1.
(O MATLAB também reconhece o uso de j para representar O-1. Esta notagio € mais usada na
Engenharia Elétrica). O comando a seguir define uma variavel complexa:

x=1 - 05*;

Quando executamos operacOes entre dois complexos, 0 MATLAB automaticamente
executa 0s calculos necessarios. Se uma operacdo for entre um nimero real e um complexo, o
MATLAB supfe que a parte imaginaria do nimero real éigua azero. O MATLAB inclui v&ias
fungdes que sdo especificas aos nimeros complexos:

real (x) Calcula a parte real do nimero complexo x.
imag(x)  Calculaa parte imaginaria do nimero complexo X.
conj(x) Calcula o conjugado do niimero complexo X.

abs(x) Calcula o médulo do nimero complexo X.
angle(x) Calcula o angulo usando o valor de atan2 (imag(x), real(x)), e portanto o angulo esta
entre-p ep.

Estas fungdes tornam mais facil converter o complexo da forma polar para retangular.
Coordenadas polar eretangulares

Podemos representar um nimero complexo em um plano com eixos real e imaginario. Os
nUmMeros reais representam o eiXo X, € 0S NUmeros imaginarios representam o eiXo Y, e 0s nimeros
com partes real e imaginaria representam o resto do plano.

Quando representamos um nimero complexo com uma parte real e imaginaria, como 2 +
i3, estamos usando uma notagdo retangular. A figura 3.10 mostra que o nimero complexo pode ser
escrito com um angulo g e raio r em relagdo a origem. Esta forma é chamada de notacéo polar, e o
ponto 2 + i3 pode ser representado em notacdo polar com um angulo de 0,98 radianos e um rai03,6.

Eixo
A imaginario
2,3
3 (2.3)
i . Figura 3.10 — Plano Complexo
—H - e
12 3 4 resl
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Conversio

- retangular a polar

r=+a%+b?

- polar aretangular

a=rcosq
b=rsenq

Se x € um numero complexo, entdo 0 modulo e a fase podem ser calculados com os
seguintes comandos:

r = abs (x);
theta = angle (x);

Para calcular o nimero complexo usando médulo e fase determinados, usamos o0 comando:
y = r*exp (i*theta);
Podemos calcular a parte real e a parte imaginaria de um complexo com os comandos:

a=red (X);
b =imag (x);

Para calcular o complexo com partes real e imaginaria especificas, usamos:

y=a+i*b;

Exercicios

Converter 0os nimeros complexos nos problemas abaixo. Verifique suas respostas usando o
MATLAB.

3-i2
i
2
05 +i

el A
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Converter os valores abaixo para forma retangular. Verifique suas respostas usando as
funcbes MATLAB.

e
e
05e i2,3
3,5¢%

ip0,75

©No o
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Capitulo 4 - Controle de Fluxo

4.1 Operadores Logicos e Relacionais
Operadores Relacionais

O MATLAB tem operadores relacionais que podem ser usados para comparar duas
matrizes de mesma ordem ou para comparar uma matriz e um escalar, como 0s mostrados a seguir:

Operador Descricéo

< Menor que
<= Menor ou igual a
> Maior que

V

Maior ou igual a
Igual a (no sentido de condicéo)
N&oigua a

l

A finalidade dos operadores é fornecer respostas a perguntas do tipo falso/verdadeiro.
Assim, se a comparagéo for verdadeira, atribui-se o valor 1; sefor falsa, o valor O.

Considere a expressdo |0gica a seguir:
a<b

Se ae b forem escalares, entdo o valor da expressdo serd 1 (verdadeira) se afor menor que
b; caso contrario, a expressdo sera 0 (falsa). Se ae b forem vetores com os valores a seguir:

a
b

2.

[2 4
[35

Entdo, ovalor dea<bseraovetor [1 1 0], enquantoovalor dea ~=bsera[1 1 1].

Operadores L 6gicos

Podemos combinar expressdes usando os operadores |6gicos do MATLAB. Os operadores
sdo representados pel os seguintes simbol os.
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Operadores  Descricéao

& e
| ou
~ nao

Quando duas expressdes sdo unidas por e ; o resultado serd 1 (verdadeiro) se ambas
expressdes forem verdadeiras, para expressdes unidas por ou, o resultado serd 1 (verdadeiro) se uma
ou ambas expressdes forem verdadeiras. Assim, para a seguinte expressao |6gica

a<b & b<c

O resultado serd 1 (verdadeiro) somente se a< b < ¢; e faso (0) para todos resultados

diferentes. Além disso, a operacdo so sera valida se as matrizes resultantes (a< b e b < c) tiverem
0 mesmo tamanho.

Uma expressao pode conter varios operadores |6gicos, como a expressao abaixo:
~(b==c | b==55)
O MATLAB andisaria primeiro, as expressdesb = =c e b==15.5 (obviamente, por causa
do uso de parénteses). O resultado seria inversamente pelo operador ndo. Assim, suponha b ==
e ¢ ==5. Nenhuma das expressdes é verdadeira, logo, aexpresssob==c|b==55éfdsa

Aplicando o operador ndo, o valor da expressdo é alterado e a mesma torna-se verdadeira.

A prioridade dos operadores |6gicos, do mais alto ao mais baixo, & néo, e, e ou.

Exercicios

Determine se as expressdes nos problema 1 a 8 sdo verdadeiras ou falsas. Depoais,
verifigque suas respostas usando o MATLAB. Lembre que ao verificalas, vocé precisa entrar com
aexpressdo. Suponha que as variaveis tenham os valores indicados abaixo:

a=55 b=15 k= -3
a<10.0
a+ b>=65
k~=0
b-k>a
~(@a==3*b)
+k<=k+6
a<l0 & a>5
abs(k) >3 |k <b-a

N A~WNE
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4.2 Tomada de Decisdes

Estrutura If — Else — End

if expressao
Comandos
End

Se a expressdo logica for verdadeira, os comandos entre if e end sdo executados. Como
exemplo, temos:

if a<50
count = count +1;
sum = sum + a;
end

Suponha que a sgja um escalar. Se a < 50, entdo count € incrementada por 1 e a é
adicionada a sum; caso contrério, os comandos ndo serdo executados. Se a ndo for um escalar,
entdo count € incrementado por 1 e a € adicionada a sum somente se cada elemento em a for menor
que 50.

A préxima estrutura contém um parametro if dentro de outro parametro if:

if expressao 1
grupo de comandos A
if expressio 2
grupo de comandos B
end
grupo de comandos C
end

grupo de comandos D

Se a expressdo 1 for verdadeira, os grupos de comandos A e C sdo executados. Se a
expressao 2 também for verdadeira, o grupo de comandos B é executado antes do grupo de
comandos C. Se a expressdo 1 for falsa, imediatamente salta-se para os comandos D. Como
exemplo, temos:

ifa<50
count = count + 1
sum = sum + g

ifb>a
b =0;
end

end
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Novamente, suponhaque a e b sgjam escalares. Entéo, sea< 50 aumentaremos count por 1
eadicionaremosa a sum. Seb > a, entdo b seraigua azero. Se a ndo for menor que 50, entdo
pula-se diretamente para 0 segundo end. Se a e nem b forem escalares, entdo b € maior que a
somente se cada par de elementos correspondentes de ae b sdo valores nos quaisb >a. Seaoub é
um escalar, entdo a matriz € comparada ao escalar.

Instrucéo Else

Esta instrucdo permite que executemos um comando se a expressdo légica € verdadeira e
um diferente comando se a expressdo é fasa. A formageral do comando if combinada a instrucao
else é mostrada a seguir:

if expressao

grupo de comandos A
else

grupo de comandos B
end

Se a expressdo légica € verdadeira, entdo o grupo de comandos A é executado. Caso
contrario, o grupo de comandos B é executado.

Como exemplo, suponha que um taxi esteja passando entre dois edificios. Considere que a
varidvel d contenha a distancia do veiculo ao edificio mais proximo. Se o carro estiver a 10 metros
do edificio, a velocidade é calculada usando a seguinte equagéo:

velocidade = 0,425 + 0,00175d°
Se 0 téxi estiver auma disténcia maior que 10 metros, use a equacao a seguir:

velocidade = 0,625 + 0,12d — 0,00025d°

Calculamos a velocidade correta com estes comandos:

ifd<=1 0

velocidade = 0.425 + 0.00175*d"2
ese

velocidade = 0.625 + 0.12d — 0.00025* d"2
end

Quando h& muitas aternativas a serem executadas, pode ser mais dificil determinar quais
expressoes | 6gicas devam ser verdadeiras (ou falsas) para executar cada grupo de comandos. Neste
caso, a clausula elseif é freqlientemente usada para simplificar o programa |6gico:
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if expressao 1

grupo de comandos A
elseif expressdo 2

grupo de comandos B
elseif expressdo 3

grupo de comandos C

end

Se a expressdo 1 for verdadeira, somente o grupo de comandos A € executado. Se a
expressdo 1 for falsa e a expressdo 2 for verdadeira, entdo somente o segundo grupo de comandos é
executado. Se as expressdes 1 e 2 forem falsas e a expressdo 3 for verdadeira, entdo somente o
grupo de comandos C é executado. Se mais de uma expressao |6gica for verdadeira, a primeira que
for verdadeira determina qual grupo de comandos sera executado. Se nenhuma das expressdes
|6gicas forem verdadeiras, entdo nenhum dos comandos dentro da estrutura if é executado.

Else e elsaif podem ser combinadas dentro de uma estrutura if-else-end, como mostramos
aseguir:

if expressao 1
grupo de comandos A
elseif expressdo 2

grupo de comandos B
elseif expressdo 3

grupo de comandos C
else

grupo de comandos D
end

Se nenhuma das expressdes |6gicas forem verdadeiras, entdo o grupo de comandos D é
executado.

Exercicios

Nos problemas 1 a 7, dé os comandos MATLAB necess&rios para executar 0S passos
indicados. Suponha que as variaveis sdo escalares.

Se time € maior que 50, entdo incremente-a por 1.

Quando araiz quadrada de poly for menor que 0,001, imprima o valor de poly;

Se adiferencaentre volt_1 e volt_2 for maior que 2, imprimir os valores de volt_1 evolt_2;

Se o valor de den for menor que 0, 003; atribua zero a result; caso contrario, atribua a result
num dividido por dez;

Wb
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5. Se o logaritmo natural de x for maior ou igual a 10, atribua zero a time e incremente-o por
count;

6. Se dist for maior que 50 e time for maior que 10, incremente time por 2; caso contrario,
incremente time por 5.

7. Sedist for maior ou igua a 100, incremente time por 10. Se dist estiver entre 50 e 100,
incremente time por 1. Caso contrério incremente time por 0,5.

4.3 Loop FOR

O MATLAB contém dois comandos para gerar loops, o comando for e o comando while.
Nesta secdo, discutiremos o comando for, e a secéo 4.4 discutiremos o comando while.

O comando for tem a estrutura a seguir:

for variavel = expressao
Grupo de comandos A
end

Os comandos entre as instrucdes for e end sdo executados uma vez para cada coluna da
expressao matricial. A cada iteracdo, a variavel é atribuida para a proxima coluna da matriz, isto €,
durante o i-ésimo ciclo do loop, temos que varidvel = expressao matricial (:,1). Vejao exemplo a
Sseguir:

Suponha que temos um grupo de valores que representam a distancia de um taxi da torre
mais proxima. Queremos gerar um vetor que contenha as respectivas velocidades. Se o taxi estaa
10 metros do edificio, usamos a equagéo:

velocidade = 0,425 + 0,001750°
Se o téxi estiver auma disténcia maior que 10 metros, use a equacao a seguir:

velocidade = 0,625 + 0,12d — 0,00025¢
Como a escolha da equagéo da velocidade depende do valor de d, devemos determinar
separadamente d(1), d(2), e assim por diante. Contudo, ndo queremos 0 mesmo para calcular
velocidade(1), velocidade(2) e assim por diante. Logo, usaremos um loop, com a variavel usada
como subscrito.

Na primeira solug&o, supomos que existiam 25 elementos no vetor d..
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ford=1:25
ifd<=10
velocidade = 0.425 + 0.00175*d"2
ese
velocidade = 0.625 + 0.12*d — 0.00025* d"2
end

Na préxima solucdo, supomos que o tamanho do vetor d é desconhecido. Contudo,
usamos a funcdo size para determinar o nUmero de vezes que queremos executar o loop.

for k = 1:size (d,2)
if d(k) <=10
velocidade = 0.425 + 0.00175*d(k)"2
else
velocidade = 0.625 + 0.12*d — 0.00025* d(k)"2
end
end

As regras para um loop for s&o:

Se o conjunto for uma matriz vazia, 0 loop ndo sera executado. O fluxo de controle passara ao
préximo comando apds a instrucdo end;

Se a expressao for um escalar, o loop seré executado uma Unica vez;

Se a expressdo for um vetor-linha, entdo a cada iteracdo a varidvel contera o préximo valor do
vetor;

Se a expressdo for uma matriz, entdo a cada iteracdo a varidvel contera a préxima coluna da
matriz;

Uma vez completo o loop for avaridvel contém o ultimo valor usado.

Se 0 operador dois-pontos € usado para definir a expressao matricial usando o formato:

for k = inicio: incremento: limite

Ent&o o nimero de vezes que o loop executara pode ser cal culado usando a equacéo:
abimite- inicio9
oc———=

_ 21
& incremento g

flo

Se este valor for negativo, 0 loop ndo sera executado. Portanto, se um comando for
contiver a seguinte informagao:
for k =5: 4: 83

Ent&o, o nimero de vezes em que executa-se 0 loop seré&:
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floor 220,19 = floor E2 041 =20
e 4 o ed o

O valor de k seria 5, depois 9, 13, e assim por diante até o valor final 81. O loop ndo seria
executado para k = 85 porque € maior que o limite, 83.

Comando break
O comando break pode ser usado para sair de um loop antes que 0 mesmo seja compl eto.

E freglientemente usado se houver um erro detectado dentro do loop.

Exercicios

Determine 0 nimero de vezes que o loop for definido pelos comandos a seguir sdo
executados. Verifique suaresposta.

fork =3:20

for count = -2:14
for k =-2:-1:10

for time= 10:-1:0
for time=10:5
forindex =52 : -12

oA~ wWNE

Aplicacdo a Solucéo de Problemas: Fibras Oticas

Se aluz estéa direcionada para o extremo de uma longa haste de vidro ou pléstico, aluz sera
totalmente refletida pelas paredes, ziguezagueando e segue adiante até chegar a outra extremidade.
Este interessante fendbmeno 6tico pode ser usado para transmitir luz e imagens regulares, de um
lugar para outro. Se “guia de luz’, a luz seguird a forma da haste e emergird somente na
extremidade, como mostramos na figura a seguir:

fibra 6tica
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A fibra 6tica € uma fibra de vidro muito fina. Se os extremos das fibras sdo polidos e o
arranjo espacial € o mesmo em ambos extremos (um feixe coerente), a fibra pode ser usada para
transmitir uma imagem, e o feixe € chamado condutor de imagem. Se as fibras ndo tem 0 mesmo
arranjo para ambos extremos (feixe incoerente), a luz € transmitida em vez da imagem, e por esta
razdo é chamada guia de luz. Por causa da flexibilidade das fibras dticas, as guias de luz e
condutores de imagens sdo usados em instrumentos projetados para permitir a observagao visual de
objetos ou areas que de outro modo seriam inacessiveis. Por exemplo, um endoscopio € um
instrumento usado por fisicos para examinar o interior do corpo de um paciente com somente um
pequeno corte. Um endoscépio usa uma fibra 6tica para transmitir a luz necessaria dentro do corpo
de um paciente. As fibras éticas podem ser usadas para transmitir feixes de luz LASER, o qual
pode ser usado para desobstruir artérias, quebrar pedras nos rins, e limpar cataratas.

Este fendbmeno de reflexdo total interna origina-se da lei de Snell e depende unicamente
dos indices de refracéo para os materia considerados para guias de luz. Um guia de luz é
composto de dois materiais % 0 nicleo central e o material que o envolve, denominado de
blindagem. O materia que comp&e o nucleo tem o indice de refracdo mais ato que o meio que o
envolve. Quando aluz incide em uma interface entre dois meios com indices de refracéo diferentes,
parte dela é refletida a outra parte € refratada. A quantidade de luz refratada depende dos indices de
refragdo dos materiais e o angulo de incidéncia da luz. Se a luz incidente na interface entre dois
meios provém de um material com maior indice de refracdo, entdo parte da luz atravessa a interface.
O angulo de incidéncia onde a luz é totalmente refletida pela superficie € chamado de angulo critico
ge. Como o angulo critico depende dos indices de refragdo de dois materiais, podemos calcular este
angulo e determinar se aluz que entra em uma haste a um angulo particular permanecera no interior
damesma. Suponhaque n, € o indice de refragdo do meio envolvente, e iy € o indice de refracdo da
haste. Se n, é maior que n;, a haste ndo transmitira luz; caso contrario, o angulo critico pode ser
determinado pela equacéo

sengc=n/ m

Escreva um programa MATLAB que determina se a luz sera ou ndo transmitida por dois
materiais que forma um guia. Suponha que um arquivo de dados ASCII denominado indices.dat
contenha o nimero de possiveis indices de refracdo da fibra seguido pelo indice de refragdo do meio
gue o envolve. O programa deve determinar se os materiais formardo um guia de luz e, entéo, para
quais angulos a luz entrano guia.

1. ENUNCIADO DO PROBLEMA

Determine se os materiais especificados formaréo ou ndo um guia de luz. Se eles ndo
formarem, calcule os angulos para o qual aluz pode entra na haste e ser transmitida.
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2. DESCRICAO ENTRADA \ SAIDA

Como mostramos ha figura abaixo, a entrada ao programa é um arquivo de dados contendo
os indices de refracéo para os guias de luz em potencial. A saida é uma mensagem indicando se a
luz é ou ndo transmitida e o angulos para quais pode entrar no guia.

Mensagem
Q —> > eq

Indices.dat

3. EXEMPLO MANUAL
O indice de refragdo do ar € 1,0003 e o indice do vidro € 1,5. Se formarmos um guia de luz
de vidro envolvido pelo ar, 0 angulo critico . pode ser calculado como mostramos a seguir:
ge=sen *(nz/m ) =sen(1,0003/1,5) = sen * (0,66687) = 41, 82 °
O guia de luz transmitira luz para todos os angulos de incidéncia maiores que 41,82° .

4. SOLUCAO DO MATLAB

5. TESTANDO

4.4 Loops WHILE

O loop while € uma importante estrutura para repeticéo de um grupo de comandos quando
a condicdo especificadafor verdadeira. O formato gera para esta estrutura de controle &

while expressao
grupo de comandos A
end
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Se a expressdo for verdadeira, entdo o grupo de comandos A é executado. Depois destes
comandos serem executados, a condicdo é novamente questionada. Se for verdadeira, o grupo de
comandos € novamente executado. Quando a condicéo for falsa, o controle pula para 0 comando
posterior ao comando end. As varidveis modificadas no grupo de comandos A devem incluir as
variaveis na expressao, ou o valor da expressdo nunca serd mudado. Se a expressdo for verdadeira

(ou éum vaor néo-nulo), o loop torna-se um loop infinito.( Lembre-se que vocé pode usar c para
sair um loop infinito).

Podemos mostrar que 0 uso de um loop while em um grupo de comandos que adicionam
valores em um vetor para uma soma até o valor negativo ser alcangado. Como todos os valores no
vetor podem ser positivos, a expressao no loop while deve acomodar a situagéo:

x=[123456789];

sum = 0;

k=1;

whilex (k) >=0 & k<size(x,2)
sum = sum + X(K);
k=k+1;

end

Aplicacdo a Solucédo de Problemas: Equilibrio de Temperatura

O projeto de novos materiais para o aperfeicoamento das caracteristicas do fluxo de ar
acerca dos veiculos envolve a andlise dos materiais para ndo somente o fluxo de ar mas também
para propriedades como a distribuicdo de temperatura. Neste problema, consideramos a
distribuicdo em uma fina placa metdlica tal que esta alcance um ponto de equilibrio térmico. A
placa é projetada para ser usada em uma aplicacdo na qual as temperaturas de todos os quatro lados
da placa metdlica estejam a temperaturas constantes ou a temperaturas isotérmicas. A temperatura
para 0s outros pontos da placa € uma funcdo da temperatura dos pontos envolventes. Se
considerarmos as placas para serem semelhantes a uma grade, entdo uma matriz poderia ser usada
para armazenar as temperaturas dos pontos correspondentes sobre a placa. A figura abaixo mostra
uma grade para uma placa que esta sendo analisada com seis medidas de temperatura ao longo dos
lados e oito temperaturas ao longo das partes superior e inferior. Os pontos i sotérmicos nos quatros
lados séo sombreados. Um total de 48 valores de temperaturas estéo representados.
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Grade de uma placa metalica

As temperaturas isotérmicas sobre os quatro lados seriam especificadas; supomos que 0s
lados superior, esquerdo e direito s8o mantidos a mesma temperatura enquanto que o lado inferior
da placa € mantida a uma temperatura diferente. Os pontos restantes sdo inicialmente selecionados
para uma temperatura arbitréria, normalmente zero. A nova temperatura de cada ponto interno é
calculado como a média das quatro temperaturas envolventes (veja a figura a seguir) e é dada por:

To=T1+ T2 +T3 +T4
4

Ty To T,

Pontos que envolvem Ty

Depois de calcular a nova temperatura para um ponto interno, a diferenca entre aantigae a
temperatura recente é calculada. Se a mudanca de temperatura for maior que algum valor de
toleréncia especificado, a placa ja ndo esta em equilibrio térmico, e 0 processo inteiro é repetido.
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Usamos as duas matrizes para as temperaturas, uma das antigas temperaturas e uma das
recentes temperaturas. Precisamos de duas matrizes porque supomos que a temperatura muda para
todos os pontos que ocorrem simultaneamente, sempre que as calculamos. Se usarmos uma Unica
matriz, estariamos atualizando informacdo sem que antes estivéssemos com a informagdo antiga.
Por exemplo, suponha que estamos calculando a nova temperatura para a posicéo (3, 3). O novo
valor é a média das temperaturas nas posi¢oes (2, 3), (3, 2), (3, 4), e (4, 3). Quando calculamos a
nova temperatura para a posi¢ao (3, 4), novamente calculamos uma média, mas queremos usar 0
antigo valor na posicdo (3, 3), e ndo o0 seu valor atualizado.

Portanto, usamos uma matriz de temperaturas antigas para calcular uma matriz de novas
temperaturas e para determinar se alguma temperatura muda acima da tolerancia.  Quando
MOovemos as novas temperaturas para 0 conjunto antigo. Quando nenhuma das temperaturas muda
acima da tolerancia, supomos que o equilibrio foi alcancado, e imprimimos as temperaturas finais.

1. ENUNCIADO DO PROBLEMA

Determine os valores de equilibrio para uma placa de metal com lados isotérmicos.

2. DESCRICAO ENTRADA / SAIDA

Como mostra a figura abaixo, a entrada é o tamanho da grade da placa, as temperaturas
isotérmicas e o valor de tolerancia. A saida € o grupo de temperaturas de equilibrio para a placa de
metal.

temperaturas isotérmicas «—

tamanho da grade | ‘ > Equilibrio de
temperatura

tolerancia 4—

3. EXEMPLO MANUAL

Tenha a certeza que compreende 0 processo, examinamos um simples caso, estudando
cada iteracdo. Supondo que a matriz contém quatro linhas e quatro colunas. As temperaturas
isotérmicas sdo 100° e 50° e noés iniciamos todos os pontos restantes do zero. Usamos uma
tolerancia de 40°. O grupo inicia de temperaturas e as sucessivas iteractes ao equilibrio térmico
S840 mostradas a seguir:
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Temperaturas Iniciais

100 100 100 100
100 O 0 100
100 O 0 100
50 50 50 50

Primeira lteracéo

100 100 100 100
100 50 50 100
100 37,5 37,5 100
50 50 50 50

Segunda Iteracdo
100 100 100 100
100 71,875 71,875 100
100 59,375 59,375 100
50 50 50 50

Como nenhuma das temperaturas alteradas entre a primeira e segunda interacdo
ultrapassam a tolerancia de 40°, as temperaturas na segunda iteracdo estéo também em equil ibrio.

4. SOLUCAO DO MATLAB

5. TESTANDO
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Capitulo 5 - Medidas Estatisticas

Analisar dados coletados de ensaios de engenharia € uma parte importante da
avaliacdo dos mesmos. O acance da andlise estende-se dos mais simples cdculos de
dados, como a média aritmética, a mais complexa andlise que calcula medidas como o
desvio padréo ou variancia dos dados. Medidas como estas sGo medidas estatisticas
porque suas propriedades n&o sd0 exatas. Por exemplo, 0 seno de 60° é uma medida
exata pois o0 valor é sempre o mesmo toda vez que o calculamos, mas a velocidade
méxima que atingimos com 0 nosso carro € uma medida estatistica porque varia
dependendo de parametros como a temperatura, condicdes da estrada, e se estamos
nas montanhas ou no deserto. Nao s6 podemos medir as propriedades e caracteristicas
de dados estatisticos como também usar 0 computador para gerar sequéncias de
valores (nUmeros aleatérios) com caracteristicas especificas.  Neste capitulo,
aprenderemos a usar as fungdes para andlise de dados do MATLAB e a gerar
sequiéncias de nimeros aleatdrios com caracteristicas especificas.

5.1 Funcgdes para Anélise de Dados

Para se estudar o desempenho de duas companhias corretoras de agOes,
selecionou-se de cada uma delas amostras al eatérias das acdes negociadas. Para cada
acdo selecionada, computou-se a porcentagem de lucro apresentada durante um
periodo de tempo. Os dados estdo a seguir:

CorretoraA 45 60 54 62 55 70 38 48 64 55 56 55 54 59 48 65 55 60
CorretoraB 57 55 58 50 52 59 59 55 56 61 52 53 57 57 50 55 58 54

Os gréficos para os dados das corretoras A e B sd0 mostrados abaixo para
podermos comparar os dois conjuntos de dados:

Figura 5.1 - Percentagem de lucro Figura 5.2 - Percentagem de lucro
apresentada pela corretora A durante 18 apresentada pela corretora B durante 18
dias. dias.

Para decidir qual corretora obteve melhor desempenho, aguns critérios
foram considerados como:

Média mais alta de percentagem de lucro;
Maior percentagem de lucro;
Menor variagdo de Percentagem de lucro;
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E visudmente perceptivel que ao longo dos dezoito dias a corretora B
apresentou menor variagd de lucro. Facilmente também observariamos que a
Corretora A obteve o maior percentual de lucro de agbes. Contudo, ndo € possivel
sabermos quantitativamente estas e outras informagdes como a média de percentagem
do lucros das agdes para cada corretora apenas com a observacéo dos graficos. Para
isso temos que calcular as grandezas necessarias para determinar qual corretora
obteve melhor desempenho. Seria um  pouco trabalhoso se o fizéssemos
manualmente. O MATLAB pode perfeitamente auxiliar-nos nestes casos porgque
contém uma série de funcbes que contribuem para uma andise mais precisa dos
dados. Algumas destas fungbes podem ser aplicadas ao exemplo das corretoras como
as mostradas a seguir:

Qual a média percentual de lucro das acfes durante os 18 dias de observacdo?

mean : calcula a média aritmética de um grupo de valores. Assim, para as corretoras A
e B, temos:

» mean (corretoraA) » mean (corretoraB)
ans = ans =
55.7222 55.4444

Qual corretora alcangou a mais alta percentagem de lucros?

A funcéo max determina a maior percentagem de lucro em cada corretora. A
func&o max determina o maior valor de um conjunto de dados.

»max(corretoraA) » max(corretoraB)
ans = ans =
70 61

E a menor percentagem?

As menores margens de lucro obtidas por cada corretora sdo dadas pelo
comando min .

»min(corretoraA) » min(corretoraB)
ans = ans =
38 50

Cap. 5 - Medidas Estatisticas 55



:\4( Iee/ CursodeMATLAB

Qual corretora apresenta menor variacao de percentual de lucro de agoes?

As duas corretoras tiveram médias bastantes proximas. Contudo, a média,
por ser uma medida representativa de posicao central, mascara toda a informacéo
sobre a variabilidade dos dados das corretoras A e B.  E necessario uma medida que
resuma a variabilidade de dois grupos de valores, permitindo compara-los, conforme
algum critério estabelecido. O critério mais comum € aquele que mede a concentracdo
de dados em torno de sua média e, as medidas mais usadas sd0: 0 desvio médio e a
variancia.

Desvio Médio, Variancia e Desvio Padréo

Sabendo que a média dos valores da corretora A € 55,72 , 0os désvios X — X

sdo: 10,72; - 4,28; 1.72; - 6,28; 0,72; -14,28 , ... Para qualquer conjunto de dados, a

soma dos desvios € igual a zero. E mais conveniente usarmos ou o total dos desvios
em valor absoluto ou o total dos quadrados dos desvios. Assim, teriamos:

a |xi - §| =10,72 + 4,28 +1,72 + 6,28 + 0,72 +14,28 + ... + 0,72 + 4,28 =100 ,4436

8 —
2 (x,- X) =1,5 + 0,44 + 2,56 + 5,44 + 3,44 + 3,56 + ... + 2,56 + 1,44 = 1060 ,5294

O desvio médio e a variancia sdo definidos, usando os termos acima:

(Xi - ;)2

n

on _
alx - x o
DesvioMédio= "=~ Variancia =
n

Q.

1

Entdo, desvio médio e a variancia dos dados da corretora A sdo
respectivamente 5,5802 e 58,9183. Para a corretora B, seriam 2,5556 e 9,9084. A
corretora A tem maior variabilidade em porcentagem de lucro de acbes, segundo o
desvio médio. Isto significa que o percentual de lucro de acdes da corretora B € mais
homogéneo que o da corretora A.

Para evitar erros de interpretacdo 3% avariancia € uma medida que expressa
um desvio quadrético médio ¥ usamos o desvio padrdo (s), que € definido como a
raiz quadrada da variancia (s)®>. O MATLAB tem uma funcéo especifica para o
célculo de desvio padréo denominada std . Portanto, para o exemplo das corretoras:

» std(corretoraA) » std(corretoraB)

ans =7.6758 ans =3.1478
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Parao MATLAB, avariancia de um conjunto de dados € definida por:

N-1

onde mé a média do conjunto de valores. O denominador N — 1 deve ser usado toda
vez que estivermos trabalhando com uma amostra. Quando n&o houver a preocupagdo
em saber se trabalhamos com populacdo ou amostra, podemos usar o denominador n.
Para grandes amostras pouca diferenca fard se usarmos um ou outro.

Os comandos mean, std, max e min determinam, respectivamente, a média, o
desvio padréo, o maximo vaor e o valor minimo de um vetor. No exemplo acima,
usamos os dados da corretora A e armazenamos em um vetor denominado
“corretoraA” e fizemos 0 mesmo para a corretora B. Mas estas fungdes também séo
vélidas para matrizes. Elas retornam um vetor-linha contendo, respectivamente, a
média, o desvio padréo, o méximo valor, o minimo vaor de cada coluna. Um
exemplo de aplicacdo de medidas estatisticas para matrizes é dado a seguir:

A JR Industria de Alimenticios, desgjando melhorar o nivel de seus
funcionarios em cargos de chefia, montou um curso experimental e indicou 15
funcionérios para sua primeira turma. Os dados referentes a secdo a que pertencem e
notas obtidas estéo natabela a seguir.

Usando os dados da tabela, determine:

A médiaem cada discipling;
As menores notas em cada disciplina e os funcionérios que as obtiveram;

Dispor as notas de Administracdo em forma crescente;

Comparar os funcionérios das se¢des de Vendas e Técnicas e determinar a maior
nota destes funcionarios em cada discipling;

Comparar a distribuicdo dos dados nas disciplinas de Direito, Metodologia e
Economia.
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Func. Secio ADM DIR RED ECO ING MET

1  Pesod 80 90 86 85 90 90

2 Pessod 80 90 70 80 90 65

3 Pessod 80 90 80 85 80 90

4 Pessod 60 90 86 85 80 60

5 Pessod 80 90 80 90 90 65 zsmno
6 Témica 100 90 80 85 80 60 no8oy
7  Témica 80 90 90 80 90 100 2g23%
8  Ténica 100 90 80 75 80 90 S¥385
9  Técnica 80 90 100 80 100 100 g 5°
10 Técnica 80 90 70 85 70 65 g

11  Vendss 80 90 90 75 70 90

12 Vendss 80 90 70 70 80 100

13  Vendss 80 90 80 75 90 60

14 Vendss 60 90 90 75 40 60

15  Vendss 60 90 40 85 70 60

Sabemos que a fungdo mean calcula a média dos elementos de um vetor. Em
uma matriz, a fungdo calcula um vetor linha que contém a média de cada coluna.

Para 0 exemplo do curso de aperfeicoamento, podemos considerar a lista de
funcionarios e suas respectivas notas em cada disciplina, uma matriz 15 x 6, onde as
colunas representam as disciplinas do curso, facilitando o clculo da média da turma
em cada matéria. Ent&o, definindo amatrizno MATLAB.

»TURMA =[ 8.0 9.0
8.0 9.0
8.0 9.0
6.0 9.0
8.0 9.0
10.0 9.0
8.0 9.0
10.0 9.0

8.6 85
7.0 8.0
8.0 85
8.6 85
8.0 9.0
8.085
9.0 8.0
80 75
8.0 9.010.0 8.0 10.0
8.0 9.0
8.0 9.0
8.0 9.0
8.0 9.0
6.0 9.0
6.0 9.0

7.0 85
9.0 75
7070
8075
9.0 75
4.0 85

9.0
9.0
8.0
8.0
9.0
8.0

9.0
6.5
9.0
6.0
6.5
6.0

9.0 10.0

8.0

7.0
7.0

9.0

10.0

6.5
9.0

8.0 10.0

9.0
4.0
7.0

6.0
6.0
6.0];

isiulwpe — NQV

oedel

E denominando o vetor que representa a média da turma em cada disciplina

de MEDIA_TURMA, temos:

» MEDIA_TURMA = mean (TURMA)
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» MEDIA_TURMA =

7.8667 9.0000 7.9467 8.0667 8.0000 7.7000

A saida do MATLAB mostra que as médias da turma nas disciplinas de
Administracdo, Direito, Redagdo, Economia, Inglés e Metodologia sdo,
respectivamente, 7.8667, 9.0000, 7.9467, 8.0667, 8.0000 e 7.7000.

Se quiséssemos apenas a média da turma em Redacdo, usariamos o operador
dois pontos (:), conforme mostraremos a seguir:

» MEDIA_RED = mean (TURMA (:, 3))
» MEDIA_RED =
7.9467

ou ainda, a média dos funcionérios da secéo de Pessoa em Direito:

» MEDIA_PDIR = mean (TURMA(L5, 2))
» MEDIA_PDIR =
9.0000

Menores notas e os funcionarios que as obtiveram

A fungdo min retornao menor valor de um vetor. Em uma matriz, a funcéo
retorna um vetor-linha cujos elementos sdo os menores valores de cada coluna. Além
disso, apresenta aformaly, i] = min (X) onde armazena os menores elementos de
cada coluna em um vetor y, e os indices (respectivas linhas) no vetor i. se existirem
valores idénticos, o indice do primeiro é retornado. Logo, se usarmos esta forma da
func&o min na matriz TURMA, podemos determinar a menor nota em cada disciplina
o funcionério que a obteve. No caso, o vetor y denominar-se-a GRAU_MIN.

» [ GRAU_MIN, i ] = min (TURMA)
» GRAU_MIN =

6 9 4 7 4 6

14 1 15 12 14 4

Assim, o funcionario 14 obteve a menor nota (6,0) em Administracéo, o
mesmo acontece em Inglés. Observe que atribuiu-se ao funcion&rio 1 0 menor grau
em Direito, disciplina em que todos tiveram o mesmo grau. Conforme vimos, quando
ha valores minimos idénticos, o indice do primeiro valor € retornado. Por isso, a
atribuicéo do funcionério 1.

Esta forma é valida também para a funcéo max.
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Notas de Administracdo em Forma Ascendente

O MATLAB contém uma funcdo que distribui, em ordem ascendente, os
elementos de um vetor ou os elementos de cada coluna de uma matriz. Sua forma
gera &

sort(x)
Como queremos apenas as notas da turma em Administracdo em ordem ascendente,
usamos a funcdo sort. Porém, devemos antes selecionar a disciplina de

Administracéo, utilizando o operador dois pontos ( : ),

» ADM = TURMA( :, 1);
» GRAU_ASC = sort (ADM)

» GRAU_ASC =

Poderiamos calcular diretamente  sem
6 precisar definir o vetor-coluna ADM:
6
6 » GRAU_ASC = sort (TURMAC( :, 1))
8
8 Se quiséssemos somente as trés menores notas,
8 fariamos:
8
8 » GRAU_ASC = sort (TURMA( :, 1));
8 » ASC 3=sort (GRAU_ASC (1:3,1))
8
8 A funcdo sort também apresentaaformaly, | | = sort
8 (x) onde os valores dispostos em forma crescente séo
8 armazenados hamatriz y e seus indices , namatriz i.
8 Se x contiver valores complexos, os elementos seréo
10 distribuidos de forma ascendente de acordo com seus
10 valores absolutos.

Tente fazer:
» [y,i] = sort (TURMA)

Comparacgao entre as distribuigcdes de dados de Direito, Metodologia e
Economia.

Para auxiliar na comparacdo entre dados de varidveis, usaremos um tipo
especial de gréfico que particularmente relevante as medidas estatisticas discutidas
nesta secdo. Um histograma é um gréfico que mostra a distribui¢éo de um grupo de
valores. No MATLAB, o histograma calcula o nimero de valores a distribuir em 10
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barras igualmente espacadas entre os valores maximos e minimo de um grupo de
valores. A forma geral para plotar um histograma € mostrada a seguir:

» hist (X)

onde x é um vetor contendo os dados a serem usados no histograma. Se quisermos
plotar a segunda coluna em uma matriz, podemos usar 0 operador dois pontos como
mostrado a seguir:

»hist (x (:,2))

O comando hist nos permite selecionar o nUmero de barras. Portanto, se
guisermos aumentar a resolucéo dos histograma tal que usemos 25 barras, em vez de
10, faremos:

» hist (x, 25)

A informagdo usada para plotar também pode ser armazenada em vetores.
Considere 0s seguintes comandos:
»[ n, x] = hist (GRAU_MIN);
»[n,x] = hist (GRAU_MIN, 6);

Nenhum destes comandos plota um histograma. O primeiro comando calcula
valores para dois vetores, ne x. O vetor n contém os dados para 10 barras, e o vetor X
contém o ponto que corresponde a0 meio de cada alcance da barra. O segundo
comando é similar, mais armazena 6 dados em n, e 6 pontos de meio barra em x.
Estes vetores sdo usados geralmente em gréficos do tipo bar, que sera discutido no
capitulo 7.

Agora, podemos usar 0 histograma para comparar e indicar as diferencas
existentes entre as distribui¢des de dados de Direito, M etodologia e Economia.

20 . g
15} ] =g
101 l At
51 ] 21
0 : 0 : : :
8.h 4 945 7 7.h ) 8.5 g9
Figura 5.3 - Histograma de Direito Figura 5.4 - Histograma de Economia
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] 7 g 4 10

Figura 5.5 - Histograma de Metodologia

Observe as diferencas entre 0s histogramas. Enquanto o histograma de
Direito indica que todos os alunos obtiveram grau 9,0; em Economia, indica que
apenas 1 funcion&rio conseguiu 0 mesmo grau e em Metodologia, quatro
funcionérios. Também em Metodologia, ha maior percentagem de notas menores que
7,0. Podemos afirmar que as notas sd0 mais homogéneas em Direito. O que é
confirmado se usarmos funcgdes ja vistas como mean e std.

Para terminar a parte de funcbes de andlise de dados, mais um exemplo.
Sgja 0 quadro abaixo que mostra a taxa de juros durante os Ultimos 18 meses.
Suponha que alguém |he perguntasse como acompanhar o acimulo de taxa de juros
més a més.

Més/ano Jan/97 | Fev/97 | Mar/97 | Abr/97 | Mai/97 | Jun/97 | Jul/97

Juros am (%) 1,25 1,16 1,13 1,12 1,4 1,16 1,16

Més/ano AQgo/97 | Set/97 | Out/97 | Nov/97 | Dez/97 | Jan/98 | Fev/98

Juros am (%) 1,13 1,15 1,10 2,04 1,82 1,65 0,95

Provavelmente, voceé diria que bastaria somar a taxa de juros inicial, os
juros do més seguinte e assim por diante. E um exemplo tipico de soma cumulativa.

No MATLAB, a fungdo que corresponde a soma cumulativa dos elementos
de um vetor € cumsum conforme mostrado a seguir:

»JUROS=[1251161.131.12141.161.161.131.151.102.04 1.82 1.65 0.95];
» ACUM_JUROS = cumsum (JUROS)

ACUM_JUROS =

Columns 1 through 7

12500 24100 3.5400 4.6600 6.0600 7.2200 8.3800
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Columns 8 through 14

9.5100 10.6600 11.7600 13.8000 15.6200 17.2700 18.2200

Logo, o primeiro elemento do vetor ACUM_JUROS é 1,25 ; 0 segundo sera
1,25+ 1,16 ; oterceiro, 1,25+ 1,16 + 1,13 e assim por diante.

Se quisermos saber o total de juros durante este intervalo de tempo, usamos a
funcdo sum:

» TOTAL_JUROS = sum(JURQOS)
TOTAL_JUROS =

18.2200

As fungdes prod (X) e cumprod (X) sdo andlogas as fungbes sum (x) e
cumsum(x), onde prod(x) calcula o produto dos elementos de um vetor ou produto de
cada coluna, em uma matriz; cumprod (x) calcula o produto acumulativo dos
elementos de um vetor Xx.

Ha também a funcdo median que calcula a mediana dos elementos de um
vetor Xx. Mediana é arealizagdo que ocupa a posicao central da série de observactes
guando estas estdo ordenadas segundo suas grandezas (crescente ou
decrescentemente). Assim, se as cinco observacOes de uma variavel, como erros de
impressao na primeira pagina forem 20, 16, 14, 8 e 19; a mediana € o valor 16. Se 0
nimero de observacles € par, usa-se como mediana a média aritmética das duas
observagdes centrais. Logo, se as observacles de uma varidvel, forem 20, 14, 16 e 8,
a medianaé
Mediana= (14 + 16) / 2 = 15.

Exercicios

Determine as matrizes representadas pelas fungdes a seguir. Depois, use o MATLAB
paraverificar suas respostas. Suponhaquew, X, ey Sgjam as matrizes:

w=[0 3 -27]
Xx=[3-15 7]
¢l 3 7
y=g2 8 4
g6 -1 - 2§
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max (w)
min(y)

min (w, X)
[z 1] =max(y)
mean (y)
median(w)
cumprod(y)
sort(2*w + x)
. sort (y)

10. std (w)

11. std(x)"2

12. std (y(:, 2))
13. std (y)

15. std (y).A2

CoNOOMWNE

Aplicacdo a Solucéo de Problemas: Analise do Sinal de Voz

Suponha que queiramos projetar um sistema que reconhega as palavras que representam os
dez algarismos. “ zero”, “um”, “dois’, ..., “ nove’. Uma das primeiras coisas que devemos fazer €
analisar os dados para as dez seqliéncias correspondentes (ou sinais) para verificar se ha algumas
medidas estatisticas nas quais possamos distingui-los. As funcdes para andlise de dados do
MATLAB nos permite facilmente calcular estas medidas. Podemos ent&o imprimir uma tabela de
medidas e procurar por aguelas que nos permita distinguir valores.

Atualmente, podemos usar sinais de voz para calcular um nimero de medidas estatisticas
gue poderiam ser usadas como parte de um algoritmo de reconhecimento de digitos. Os dados para
cada digito contém mil valores. Escreva um programa MATLAB para ler um arquivo de dados
ASCII denominado zero.dat e calcule as seguintes informagdo: média, desvio padrdo, variancia, a
média do mddulo.

Ja discutimos média, desvio padréo e variancia. A média quadrética € o valor médio
quadratico sera discutido com mais detalhes na préxima segdo. A média dos médulo é a média dos
valores absolutos do conjunto de dados.

1. ENUNCIADO DO PROBLEMA

Calcular as medidas estatisticas a seguir para um sinal de voz.
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2. DESCRICAO ENTRADA/SAIDA

O diagrama abaixo mostra o arquivo que contém os dados como a entrada e as vérias medidas
estatisticas como a saida.

™ Média

[ Desvio Padréo
Q F——-——p ————» Variancia

I » Média dos Mddulos
L » Média Quadratica

7earn dat

Figura5.6 — diagramal/O

3. EXEMPLO MANUAL
Para um exemplo manual, suponha que um sinal contenha a seguinte seqiiéncia de valores:
[25 82 -1.1 -0.2 1.5]
Usando uma calculadora, calculamos os seguintes valores:
a média= (25 +82 -1.1 -0.2 +15)/5=2.18
b. variancia=[(25-m? + (82-m? + (-11 -m? +(-02 - m? + (1.5 - m)Y/4 =
13.307
C. desvio padrdo = 013.307 = 3.648

d. média quadrdtica= (2.5* + 8.2% + (-1.1)* +(-0.2)* + 1.5%)/5 = 15.398
e. média dos médulos= (|2.5] +18.2] + |-1.1] + |-0.2| +|1.5|/5=15.398

4. SOLUCAO DO MATLAB

5. TESTANDO
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5.2 NuUumeros Aleatorios

NuUmeros aleatérios ndo sdo definidos por uma equacdo. Contudo, possuem certas
caracteristicas que os definem. Ha muitos problemas que pedem o uso de nimeros aleatérios no
desenvolvimento de uma solugdo. Em alguns casos sdo usados para desenvolver a simulagéo de um
problema complexo. A simulagdo pode ser testada diversas vezes para analisar os resultados e cada
teste representa um repeticéo do experimento. Também usamos nimeros aleatdrios para aproximar
sequiéncias de ruido. Por exemplo, 0 que ouvimos no radio é uma seqiéncia de ruido. Se
estivermos testando um programa que use um arquivo de entrada que representa um sinal de radio,
poderiamos gerar ruidos e adicioné&los ao sinal de voz ou a uma musica em sequiéncia para prover
mais sinais reais.

Funcao Namero Aleatério

A funcéo rand no MATLAB gera nimeros aleatérios no intervalo [ 0,1]. Os nimeros
aleatérios podem ser uniformemente distribuidos no intervalo [0,1] ou podem ser distribuidos
normamente, nos quais média e variancia sdo, respectivamente, 0 e 1. Um valor é usado para
iniciar uma seqiiéncia a eatoria.

Rand (n) Retorna uma matriz de ordem n cujos elementos sdo ndimeros aleatorios
entre0 el.

Rand (m,n) Matriz com m linhas e n colunas cujos elementos sdo nimeros aleatorios
entre0 e 1.

Rand(size (A)) Matriz de mesma ordem que amatriz A.

Rand (‘uniform’)  Especificam se os nimeros aeatérios desgjados serdo uniformemente ou
Rand (‘normal’)  normamente distribuidos.

Rand (‘seed’, n) Determinan como o vaor inicial de uma sequéncia de nimeros aleatorios.
Rand (‘seed’) Retorna ao valor atual de inicio do gerador de nimeros aleatorios.

Funcéo Densidade de Probabilidade

Suponha que o ponteiro dos segundos de um relégio elétrico possa parar a qualquer
instante por defeitos técnicos. Como h& infinitos pontos nos quais o ponteiro pode parar, cada uma
com igual probabilidade, cada ponto teria a probabilidade de ocorrer igual a zero. Contudo,
podemos determinar a probabilidade de o ponteiro parar numa regido entre dois valores quaisquer.
Assim, a probabilidade de o ponteiro parar no intervalo entre os nimeros 9 e 12 é ¥, pois neste
intervalo corresponde a ¥ do total. Entéo,

P (270° £ X £ 360°%) = ¥4
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onde X é medido em graus.

Sempre poderemos achar a probabilidade de o ponteiro parar num ponto qualquer de um
intervalo, por menor que seja, compreendido entre os nimeros a e b, de forma que

P(aE X £b)=_ b-a
360°

Construindo um histograma da variavel X:

f()

1/2RN

a b c d 360 X (em graus)

Figura 5.7 — histograma da variavel X

O histograma corresponde a funcao:

i 0, se X <0°
f(x)=11/360 , s 0°£ X < 360 °
i 0, se x 3 360 °

A é&rea correspondente ao intervalo [a,b] indica a probabilidade de a variabilidade de a
variavel estar entre ae b. Matematicamente,

\b _\b 1 _b'a
P(aEXEb):Qf(X)dX —Q36040dx _360—0

A funcéo f(x) € chamada funcdo densidade de probabilidade (f.d.p). A f.d.p. determina a regido
onde ha maior probabilidade de uma variavel X assumir um valor pertencente a um intervalo.
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Existem alguns modelos freqlientemente usados para representar a f.d.p. de uma variavel
aleat6ria continua como :

a) Modelo Uniforme

Definicdo: Umavaridvel aeatdria X tem distribuicdo uniforme com a e b (a<b) reais, se asua
f.d.p. é dada por:

, e a<x<b

f(x)=1
1 0, demais pontos .

Gréfico:
N
1/ (b —a)
a 0 b X
Figura 5.9 — distribuicdo uniforme
Variancia (s?)
2 _ 2
s = (b—a

12
b) Modelo Normal

A variavel X tem distribuicdo normal com parametros me s?, denotada por X: (m s?),
onde-¥ <m<+¥ e 0< s?<+¥, sesuaf.d.p. édadapor:

- (x-m)?
f(x)= — e 25°

SA/2p
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Para-¥ <m< +¥.

Gréfico: A curvanormal é particular para média me variancias®.

Af(2)

\

Figura5.9 — CurvaNormal Padréo

Como a probabilidade de a varidvel X ocorrer num intervalo, matematicamente, é a &rea
sob a curva, teriamos valores diferentes de probabilidade para cada valor de me de s. Por isso,
usamos a curva normal  padrdo ou reduzida (m= 0, s? = 1) — ver figura acima, denotada por
N(0,1). Se X: N(ms?) , entéo avariavel aeatériaZ com distribuicdio N (0, 1) é definida por:

Z=X -m
S

Exemplo: Suponha que as amplitudes de vida de dois aparelhos elétricos, D1 e D2, tenham
distribuicbes N(42, 36) e N(45, 9), respectivamente Se o aparelho € para ser usado por um
periodo de 45 horas, qual aparelho deve ser preferido? E se for por um periodo de 49 horas?

a) 45 horas
P(DL> 45) = P 425 45" 420 p7 > 1y - g5 0192=0308
e 6 6 g 6
P(D2> 45) = P2 5 B 0. 750 =05
e 3 3 o
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b) 49 horas

ROL>49=F2 42543 4208, . 10_ 05 0g77=0123
e 6 6 g e 6g

RD2>49=F 4% 40, 40_q5_407=000:
e

3 3ge3z

O comando hist pode ser usado para estimar af.d.p. de um sinal qualquer. Se tivermos mil
valores e plotarmos o histograma, plotaremos um versdo de f.d.p. para niUmeros aleatérios. Antes,
aprenderemos como 0 MATLAB pode ser usado para gerar nimeros aeatérios uniforme ou
normamente distribuidos. Por exemplo, se quisermos gerar uma seqiéncia de 10 numeros
aleatdrios uniformemente distribuidos entre os valores 0 e 1, devemos fazer:

rand (‘seed’,0)
rand (‘uniform’)
rand (10,1)

Podemos converter um nimero r que esta uniformemente distribuido entre O e 1 para um
valor situado entre um intervalo qualquer. Por exemplo, se quisermos gerar 10 nimeros aeatérios
uniformes entre -5 e 5, devemos primeiro gerar os nimeros entre 0 e 1. Logo em seguida,
usamos a equagao:
x=(b-a.r +a
onde b e a sdo, respectivamente, os limites inferior e superior (no caso, 5 e -5). Assim, suponha
gue armazenamos 0s dez numeros aeatérios determinados anteriormente em um vetor coluna
denominado SINAL. Para converté-los em valores entre -5 e 5 usamos:

x = (10*SINAL) -5

Exercicios

Determine os comandos do MATLAB necess&rios para gerar 10 nimeros aleatérios com as
caracteristicas especificas. Verifique suarespostas.

Numeros uniformemente distribuidos entre 0 e 10,0
Numeros uniformemente distribuidos entre-1 e 1.
Numeros uniformemente distribuidos entre - 20 e — 10.
Numeros uniformemente distribuidos entre 4,5e 5,0
NuUmeros uniformemente distribuidos entre p e -p.
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O MATLAB também gera valores distribuidos normamente cuja média é igual a zero e a
variancia, igual a 1. Se quisermos modificar estes valores para uma outra distribuicso,
multiplicamos os valores pelo desvio padréo da distribuicdo desgjada e os adicionamos a média
desta distribuicdo. Portanto, se r € um nimero qualquer com média O e variancia 1, a equacdo a
seguir ird gerar um novo numero aleatorio x com desvio padréo a e médiab:

X=a.r +b

Os comando abaixo geram nimeros normamente distribuidos com média 5 e variancia
igua a2:

rand (‘seed’,0)
rand ( ‘normal’)
s=ggrt(2)*rand (10,1) +5

Os valores a serem impressos por este programa sao:
S=

6.6475
5.8865
5.1062
5.4972
4.0150
7.3987
5.0835
7.5414
5.3734
6.2327

Funcgdes Densidade de Probabilidade: Histograma

Conforme dito anteriormente, podemos usar um histograma para avaliar af.d.p de um sina
gualquer. Se tivermos mil valores, e os plotarmos, estaremos plotando uma versdo da f.d.p. para os
nimeros aeatérios. Por exemplo, suponha que geramos mil nimeros aeatorios entre 0 e 1, e 0s
armazenamos no vetor U_VALORES. Podemos usar o0 comando hist para plotar a f.d.p. usando as
25 barras.

rand (‘uniform’)
U_VALORES = rand (1000, 1)
hist (U_VALORES, 25)
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O gréfico é mostrado na figura abaixo. Os numeros aleatérios estdo distribuidos entre 0 e
1 e adistribuicdo é relativamente alisada.

El:l T T T T T T T T T

200

Figura 5.10 - Histograma para nameros aleatérios uniformemente distribuidos

Suponha agora que queiramos gerar mil nimeros aleatdrios distribuidos normal mente (cuja
distribuicdo € N(0,1) ) e armazenélos em um vetor coluna denominado G_VALORES. Podemos
plotar afungdo com os comandos:

rand(‘ normal’)
G_VALORES = rand (1000,1);
hist (G_VALORES, 25)

O gréfico correspondente € mostrado a seguir. Conforme esperdvamos, a distribuicdo
atinge seu valor méximo onde a média é igual a zero, e a maioria dos valores esta entre dois desvios
padrdes (-2 a2).

100 T T T |

80 B .

1l

40

% WH
0 1 1 I_||_||_||
2

5 4 3

Ll

Figura 5.11 - Histograma para nameros aleatérios normalmente distribuidos
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Exercicios

Use 0 MATLAB para gerar mil valores com as caracteristicas desgjadas. Calcule a média
e a variancia de mil valores, e compare-as aos valores especificados. Estes valores devem ser
semelhantes. Também plote um histograma dos val ores, usando 25 barras.

N(meros normalmente distribuidos com m=5 e s2=0,5;
Numeros norma mente distribuidos com m=-5.5 e s =0,25;
Numeros normamente distribuidos com m=-5.5 e s =1,25;
NUmeros normalmente distribuidoscomm=p e s = p/8;

HpwbdPE

Aplicacdo a Solucédo de Problemas: Simulador de V6o

As simulagdes em computadores sdo usadas para gerar situagdes que modelam ou imitam
uma situagdo do mundo real. Algumas simulages computacionais séo desenvolvidas para jogos
como pdguer ou damas. Para jogar, vocé indica seu movimento e o computador entdo selecionara
uma resposta apropriada. Outros jogos usam a computacdo grafica para desenvolver uma interacéo
tal como o uso do teclado ou do mouse para jogar. Nas simulagdes mais sofisticadas, como um
simulador de véo o computador ndo somente responde a entrada do usuario mas também gera
valores como temperaturas, velocidade do vento, e os locais de outras aeronaves. Os simuladores
também simulam emergéncias que ocorrem durante o vbo de uma aeronave. Se toda esta
informagdo gerada pelo computador for sempre a mesma série de informagdo, entdo o valor do
simulador seria grandemente reduzido. E importante que estejamos aleatoriamente a geracdo de
dados. As simulacdes de Monte Carlo usam nimeros aleatdrios para gerar vaores que modelam os
eventos.

Escreva um programa MATLAB para gerar um seqiiéncia de nimeros aleatérios para
simular uma hora de dados de velocidade do vento, o qual é atualizado a cada 10 segundos. (Uma
hora de dados é entdo representada por 361 valores.) De uma andlise do padréo rea de vento, foi
determinado que a velocidade do vento pode ser modelada como um nimero aeatério distribuido
normamente. A média e a variancia sdo exclusivamente para uma regido especifica e periodo do
ano e sap como parametros de entrada. Além do mais, supde-se que o avido tem 1% de chance de
voar sob uma pequena tempestade . A duragdo do tempo que 0 avido estd em uma pequena
tempestade é trés minutos. Quando o plano estd numa pequena tempestade, a velocidade do vento
aumenta em 10milhas por hora. Também, h& 0.01% de chances que o0 avido voara paraum , o qual
microrrgjadas, o qua permanece por um minuto e aumenta a velocidade do vento para 50 milhas
por hora. Plote o tempo e a velocidade e salve-os em um arquivo ASCII nhomeado vento_vel.dat.
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1. ENUNCIADO DO PROBLEMA

Gerar uma hora de velocidade simulada do vento usando estatisticas desenvolvidas para
area de voo.

2. DESCRICAO ENTRADA/SAIDA

A figura abaixo, a entrada para o programa € as estatisticas do tempo no plano de voo, as
quais sdo representadas pelo média e variancia da vel ocidade do vento em tempo normal. A saida é
o gréfico e o arquivo de dados contendo os valores das velocidades do vento simuladas.

Variancia —

Inicio de

Média —> > i i

Sequéncia

venvle dat

3. EXEMPLO MANUAL

Esta simulagdo usa vérias sequéncias diferentes de nimeros aleatérios. A velocidade do
vento € um numero aeatério normalmente distribuido com média e variancia particulares. As
possibilidades de encontrar uma tempestade ou microrrajadas séo dadas como valores percentuais e
podem ser modelados como nimeros uniformemente distribuidos.  Suporemos que ocorrera uma
tempestade se um nimero aeatério uniforme entre 0 e 1 tiver um valor entre 0.0 e 0.01, e que
ocorrerdum microrrajadas se 0 nimero aleatério uniforme estiver entre 0.01 e 0.0101.

4. SOLUCAOMATLAB

5. TESTANDO
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5.3 Relagao Sinal/Ruido

Quando a geracdo de sinais € usada em técnicas de testes de engenharia, freqientemente
gueremos gerar seqiiéncias como uma sendide com ruido adicionado. De ruido pode ser
especificado como uma relagdo sinal/ruido, ou SNR. A SNR é definida em termos de energia de
um sina . Discutiremos energia de um sinal e entdo retornaremos a definicdo matemética de SNR.

Energia de um Sinal

Intuitivamente, a energia € uma medida da amplitude de um sinal. Quanto maiores forem
os valores da amplitude, maior é a energia do sinal. Como a amplitude pode ser positiva ou
negativa, a energia € definida em termos do quadrados das amplitudes, para que os valores sgjam
sempre positivos. A energia em um sina x (representado por um vetor X) pode ser avaliada pela
média quadrética do sind:

N
2 2
a Xi
k=1

energia»

Observe gue isto pode ser facilmente calculado usando a fungdo MATLAb sum:
Energia= sum (x."2)
pode ser mostrado que a energiaem um sina é igual a soma dos quadrados da variancia e média:
energia=nf + s?
No MATLAB, isto pode ser calculado com o0 comando a seguir:
Energia= std(x) *2 + mean (x) "2;
Se o0 sina for uma sendide, pode ser mostrado matematicamente que a energia do sinal é igual a

metade do quadrado da amplitude da senéide. Assim, a energia da sendide 4sen2pt € igual a 16/2,
ou 8.

Exercicios

Dé os comandos do MATLAB para gerar mil valores da seqiéncia indicada. Calcule a energia
usando o valor médio quadrético e entdo calcule-o usando a média e a variancia; os valores devem
ser semel hantes.
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Vaores uniformes entre 0 e 10;

Vaores uniformes entre -2 e 4;

Valores uniformes com média 0 e variancia 1,0;
Valores uniformes com média—0.5 e variancia 4,0;
Valores normamente com média 0 e variancia 2,0;
Valores normamente com média 0 e variancia 0,5;
Valores normamente com média—2,5 e variancia 0,5.

NogakrwdpE

Célculo de SNR

Uma relacdo sinal/ruido é arelagdo entre a energia em um sinal e a energia em um ruido.
Por exemplo, uma SNR de 1 especifica que a relacéo entre a energia do sina e a energia do ruido €
1:1. Setivermos uma sendide com uma amplitude 3 adicionada a um ruido uniforme entre -1 e 1,
podemos calcular a SNR usando as medidas de energia de dois sinais. A energia da sen6ide € 9/2, e
aenergiado sina éigual a2%12 ou 1/3. Contudo, a SNR pode ser calculada como:

SNR=9/2 =135
/3

Para um sina geral com amplitude A, e ruido uniforme entre a e b, a SNR pode ser
calculada usando os seguintes comandos MATLAB:

SNR = ((A”2)/2) 1 ((b—a)"2/12);

Para ilustrar com outro exemplo, suponha que queiramos gerar 201 pontos de um sina que
contenha uma sendide de 1Hz com ruido cuja média € 0 em uma SNR de 46. A sendide deve Ter
uma amplitude de 1.5 e um angulo de fase de 0.0, e ser uma amostra de 100 Hz (cuja média é uma
amostra de tempo de 1/100 segundos). A SNR éigual a energia da sendide dividida pela energia do
ruido.

SNR=energiadosind _=_ (15)/2 =46
energia do ruido energia do ruido

Assim, paraa energiado ruido, temos:

Energiado ruido = (1.5% /2 = 0.024
46

Como o ruido é especificado para ter média zero, a energia do ruido € igual a variancia.
Assim, avariancia do ruido € 0.024. Ja que o ruido é uniforme e tem média zero, ele alcanca entre
ae-a. Logo, avarianciaéigual a(2a)%/12 e 0.024 = (2a)%/12 oua=0,27.
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Podemos gerar o sina de ruido desgjado e adicion&lo a senGide para obter a SNR
desgjada. Os comandos para gerar estes sinal sGo0 mostrados a seguir:

%

% Gerar e plotar sendide mais ruido
%

rand(‘ seed’,0);

rand (‘uniform’);

t=0: 0.01: 2.0;

s=15*sin(2*pi*t) + (0.54*rand (1,201) —0.27);
plot (t, 9),...

title(* Sendide com ruido’),...

xlabel (‘t, segundos’), ...

ylabel (*[s(K)]"), ...

grid

O gréfico € mostrado a seguir. Observe que ha dois periodos do sinal em dois segundos.
Isto corresponde ao fato que a freqiiéncia é 1 Hz, de modo que periodo é 1 segundo.

Sendide com ruido
[
.

1
1
e R

[ ——

t, segundos

Adicionando ruido a um sinal existente

Suponha que queiramos adicionar um ruido a um sinal ja coletado e armazenado em um arquivo de
dados. Se quisermos adicionar ruidos que mantenham uma SNR especificada, precisaremos avaliar
aenergiado sinal tal que possamos determinar a energia apropriada para o sina de ruido. Uma boa
avaliacdo da energia de uma sinad é a média quadrética do valor do sina , o qua pode ser
facilmente calculado usando o MATLAB. Podemos determinar a energia necessaria para o ruido.
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Sabemos que a energia € uma funcdo de média e varidncia, entdo precisariamos de um destes
valores especificados em ordem para determinar o outro. E desgjavel para o ruido ter média zero,
para isto supomos que ndo ha outra informacdo consideravel. Podemos calcular a variancia
necessaria e gerar o ruido e adiciona-lo ao sinal existente.

Exercicios

Gerar e plotar um sinal composto de 100 pontos de uma amostra senoidal de 5 Hz a50 Hz mais
um ruido de média zero como especificado a seguir:

Ruido uniforme com SNR igual a5;
Ruido uniforme com SNR igual a 1;
Ruido uniforme com SNR igual a0,2;
Ruido normal com SNR igua a5;
Ruido norma com SNR igud a 1;
Ruido normal com SNR igual a0,2.

ourwWNE
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Capitulo 6 — Oper acdes com Matrizes

Uma matriz € um conveniente meio para representar dados experimentais. Nos capitulos
anteriores, nés discutimos célculos mateméticos e fungdes que poderiam ser aplicadas elemento a
elemento presente nas matrizes. Neste capitulo, nés apresentaremos um conjunto de operactes e
fungdes que podem ser aplicadas & matrizes como um todo, ao invés de lidarmos com os elementos
individualmente. Vamos primeiro considerar um conjunto de operacfes mateméticas aplicados a
matrizes. E depois vamos considerar um grupo de fungdes que ajudam na manipulacéo das matrizes.

6.1 OperacOes com Matrizes
Matrizes Transpostas

A transposta de uma matriz € uma nova matriz onde as colunas sdo formadas pelas linhas da
matriz original.

Exemplo 1
25 1
703
A=y 5 n
16 12
207 4 16
Af=|5 3 5 13
1 8 21 0

Podemos notar que o elemento da posicdo (3,1) foi movido para a posi¢éo (1,3). De fato,
guando se acha a matriz transposta de uma matriz temos a troca de elementos das posi¢oes (i,j) para
as posicoes (j,i).

No MATLAB amatriz transposta € denotada por A'.
Somatorio de Produtos

E a soma escalar de dois vetores do mesmo tamanho.

N

Somatorio de produtos=A . B = )’ abi
i=
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Exemplo 2

A=[4-13]eB=[-252]
A.B=(4).(-2+(-1).5)+©B).(2
A .B=(-8) +(-5) + (6)

A.B=-7

Comando sum

Quando A e B forem ambos vetores linha ou ambos vetores coluna, temos que:
Somatorio de produtos = sum (A .*B);

Quando A for um vetor linhae B um vetor coluna, temos que:
Somatorio de produtos = sum (A' .*B);

Quando A for um vetor colunae B um vetor linha, temos que:

Somatorio de produtos = sum (A .*B');
Multiplicacdo de Matrizes

A multiplicacdo de duas matrizes corresponde a0 somatorio de produtos das linhas i da
primeira matriz e das colunas j da Segunda matriz. Como o somatério de produtos requer que 0s
vetores tenham 0 mesmo nimero de elementos, entdo o nimero de colunas de A deve ser igua ao
nimero de linhas de B.

Se A tem 2 linhas e 3 colunas, e B tem 3 linhas e 3 colunas, entdo o produto A.B tera 2 linhas
e 3 colunas.

Exemplo 3
-1 0 2
q= 2 5 1 A=-1 4 -2
ooz -1 502 1

O primeiro elemento do produto C=A.B é

2.1+ ).+ (D).(9 =-2
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Logo amatriz C ser&

&2 22 -50
_é ‘)
&8 10 -7y

Neste exemplo ndo se pode ter B.A pois 0 nimero de colunas de B ndo é igual ao nimero de
linhas de A.

No MATLAB podem ser usados 0s seguintes comandos:

A=[251,03-1];
B=[102-14-2521];
C=A*B

Matriz Power

E uma matriz quando elevada a um fator. Quando se tem uma matriz quadrada e se desgja
cacular A*A, usa-se aoperagdo A”2. Lembrando que A equivale a A*A*A*A .
Matriz Inversa

Por definicéo o inverso de uma matriz quadrada A é amatriz A™.

Se considerarmos duas matrizes A e B:

2 1 15 -5
4= 3] s=[ 7
Quando calculamos os produtos A.B e B.A e obtemos as matrizes:
1 0 1 0
I

Temos que as matrizes A e B sio inversas, ousgja, A=B eB =A™

No MATLAB, para obtermos uma matriz inversa devemos fornecer a matriz origina A e
executar o comando inv(A).
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Exercicios para Praticar!

Sgjam as matrizes.

2 1
ﬂ: |:| -1 ]. 3 C:
300 B_[-l 5}

302
-2
0 2 D=1 2]

Cdlcule

AB

DB

BC

B'B

(AC) ™
(AC) {(AC)

o gk wdhE

Determinante

Sgaamatriz

1 3
a=[1 3]
O determinante de A = |A| é definido pela expressdo:

A1 . o — 1 - A2

No MATLAB, o comando utilizado para se achar 0 determinante de uma matriz € det(A).

Aplicacdo a Solucéo de Problema: Peso Molecular de Proteinas

A seqiiéncia de proteinas é a sofisticada parte do equipamento que executa a funcéo chave
em engenharia genética. A seqliéncia pode determinar a ordem de aminoécidos que caracteriza a
cadeia de proteinas. Essa ordem de aminoécidos € que auxilia a Engenharia Genética na
identificacdo do tipo de gene da proteina. Enzimas sdo usadas para dissolver as ligacdes de genes
vizinhos, e assm, separar 0s genes mais importantes expostos no DNA.
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Existem vinte tipos diferentes de aminoécidos. As moléculas de proteinas tem centenas de
amino&cidos articulados em uma ordem especifica. A seqiiéncia de aminoéacidos de uma molécula de
proteina tem sido identificada e computada pelo peso molecular dos aminoéacidos.

O primeiro passo esta em arquivar os dados que conterdo os nimeros e tipos de moléculas de
aminoacidos em cada molécula de proteina.

Assumindo que os dados do arquivo sdo gerados pelas seqliéncias de aminoécidos, cada linha
de dados do arquivo corresponde a uma proteina, portanto, contendo os vinte inteiros
correspondentes aos vinte aminoéacidos em ordem alfabética como na tabela.

Por estaraz&o, alinha contém os seguintes valores gerados pela proteina:

Lys Glu Met Asp Ser Glu

00010200000110010000

O nome do arquivo serd chamado protein.dat.

1. PROBLEMA EM S
Calcular o peso molecular de um grupo de moléculas de proteinas.

2. DESCRICAO DA ENTRADA E DA SAIDA
A figura abaixo contém um diagrama mostrando que a entrada € um arquivo contendo 0s
aminoécidos identificados em um grupo de moléculas de proteinas. A saida do programa sdo os
Seus respectivos pesos molecul ares.

protein dat O . peso molecular

Diggrarea de Frirada e Saida
3. SOLUCAO NO MATLAB

protein =[00010200000110010000,01000110030000000100];
pm =[89 175 132 132 121 146 146 75 156 131 131 174 149 165 116 105 119 203 181 117];
pesomol = protein * pm’;
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6.2 Manipulagdes com Matrizes

Comando rot90

Umamatriz A pode sofrer uma rotagdo de 90° usando-se o comando rot90.

Exemplo 4
2 1 0
A=]-2 -1
3406
B =rot90(A)

0o -1 6
=1 5 4
2 -2 3

C =rot90(A,2)

Comando fliplr

Esse comando troca o lado esquerdo com o direito de uma matriz.

Comando flipud

Esse comando troca a parte de cima com a parte de baixo de uma matriz.

Exemplo 5
Sgaamatriz A:
1 2
A= 4 &
-2 0
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B = flipir(A)

Comando reshape

Esse comando reescreve a matriz com diferente nimero de linhas e colunas.
Exemplo 6

Sgaamatriz A:

=5 2 w6 o)

No MATLAB:

A=[256-1;3-2100];

B = reshape(A 4,2);

C = reshape(A,1,8);
Comando diag

Esse comando extrai os elementos da diagonal principal damatriz A e os coloca em um vetor
coluna. Destaforma, temos:

34 5
A=|7 6 5
0 4 3
B = diag(A)
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Se o comando diag for aplicado a um vetor ao invés de uma matriz com linhas e colunas,
este comando vai gerar uma matriz quadrada cuja diagonal principal sera o vetor dado.

Exemplo 7

V=[123];
A =diag(V)

sy
Il
e g
R R

L = i
L 1

Comando triu

Este comando trata uma matriz preenchendo com zeros nos lugares dos antigos € ementos
localizados abaixo da diagonal principal.

Exemplo 8

A=

[ U T

| e AN B s N |

(AN e R o B |
—t

B = triu(A)

Lo T e T S

Lo T w T A N

Lo T SN BT o B
—
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Comando tril

E similar ao comando triu, porém essa funcio mantém a matriz da diagonal principa para
baixo.

Exemplo 9
1 3 5 7
206 9 12
A=14 3 o 1
1 2 3 4
B = tril(A)
1 0 0 0
26 0 0
=14 3 2 ¢
1 2 32 4

Aplicacdo a Solucédo de Problema: Alinhamento de Imagem
Cada ponto de uma imagem é definido como elemento de figura.

Uma boa resolugdo de imagem é representada por uma matriz com muitos elementos,
enguanto que uma baixa resolucdo de imagem é representada por uma matriz com poucos.

Por exemplo, uma boa resolucéo de imagem pode ser representada por uma matriz com 1024
linhas e 1024 colunas, ou um total de mais de milhdes de nimeros.

Cada valor de imagem € um codigo que representa uma determinada intensidade de luz. A
intensidade de luz pode ser codificada para representar a cor, ou pode ser codificada para representar
avariacdo de cor cinza.

No exemplo seguinte assumimos que aimagem € representada por uma matriz com 5 linhas e
6 colunas. Assumimos também que cada valor da matriz se encontra de 0 a 7, representando, desta
forma, as tonalidades de cinza. O valor O representa 0 branco, o 7 representa o preto e 0s outros
valores representam as devidas tonalidades de cinza. A amostra que estamos tratando € definida pela
matriz abaixo:
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002 6 20
01 0 6 6 0
M=|1 0 0 2 6 0
000 00 0
001 0 0 0]

Vamos supor que tenhamos duas imagens de um mesmo objeto, de mesma resolucdo e de um
mesmo codigo de escala de cinza. SO ndo sabemos se as duas imagens estdo alinhadas de um mesmo
modo. Para determinar o alinhamento correto nés podemos tomar uma imagem como constante,
manipular operacdes, como rotacionar, para a outra imagem, e entdo comparar as duas imagens. As
imagens estardo alinhadas quando os valores representados nas matrizes forem exatamente os
MEesMos.

Supondo que:

Lo - Y T
Lo - Y T
Lo - Y T
Lo e s o Y s R
| e e s e Y s Y (N
Lo T e s T T N s

Lo e s e T N Y s
Lo e s e Y s T N
Lo e s o Y s R
Lo e s o Y s R
Lo e s e Y s T N
Lo e s e T N Y s

Para alinhar B com A podemos rotacionar B de 270 graus no sentido anti-horério (ou de 90
graus no sentido horé&rio).

Para determinar se as duas imagens possuem 0s mesmos valores(ou estdo alinhadas)
observando as diferencas entre os elementos correspondentes nas duas matrizes. Isto pode ser feito
utilizando os seguintes comandos no MATLAB:

dif = sum (sum (imagel - image2));
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Infelizmente essa soma pode ser igual a zero mesmo que as matrizes Ndo Sejam as mesmas.

Considerando o par de matrizes:

1 7
a=5 1)

1 2
5[5 4

dif = sum (sum (A -B));

dif = sum (sum (C));

| sto acontece porque os valores se cancelam.

Se tivéssemos valores absolutos isso ndo ocorreria. Logo, se apos a diferenca elevarmos a
matriz ao quadrado sb teriamos valores positivos antes da soma. Podemos fazer isso no MATLAB
através dos seguintes comandos:

distdncia = sum (sum (imagel - image2) .~2;

Agora as duas imagens estardo alinhadas se a distancia for zero.

1. OPROBLEMA EM SI
Determinar a melhor rotagéo de 90° no alinhamento de duas imagens.

2. DESCRICAO DA ENTRADA E DA SAIDA
A figura abaixo mostra um diagrama ilustrando que as duas imagens sdo lidas de dois arquivos e a
saida é o melhor alinhamento entre as duas imagens.

Imagem]l.dat I:::I

————— Melhor Alinhamento

Imagem?.dat r::j

Diagrarria de entrada e saida
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4. UM EXEMPLO PARA AUXILIAR
Supor as duas matrizes.
B
3 4

4 3
a=|3 7] 5

Se rotacionarmos a matriz B de 0°, 90°, 180° e 270° no sentido anti-hor&io temos
respectivamente:

1 3 34 4 3 301
] B ] B ] B
Se calcularmos a distancia (ou o somatério das diferencas entre dois elementos) C e entre
essas quatros versoes de D rotacionadas, acharemos os vaores 19, 7, 1 e 13 respectivamente.

Entretanto a minima distancia € 1, e o ainhamento de 180° é o melhor alinhamento usando a rotacéo
de 90° no sentido anti-horério

5. SOLUCAO NO MATLAB

load imagem1.dat
load imagem?2.dat
fork=0:3
a = rot90(imagem2,k);
distance( k + 1) = sum(sum(imageml - @) .2));
end

[minval,minloc] = min(distance);
fprintf(* Melhor Alinhamento da Imagem de %3.0f graus\ n’, (minloc - 1)* 90)
fprintf(* (anti-horario)\n")
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Capitulo 7 — Graficos

Engenheiros usam graficos para analisar e resolver problemas e situagfes. Por isso € muito
importante aprendermos a interpretar e gerar graficos e suas formas. Neste capitulo vamos aprender
como 0 MATLAB pode nos gjudar a gerar gréficos.

7.1 Graficos X =Y
E muito comum engenheiros e cientistas usarem gréficos x - y. Os dados que nds plotamos
sd0 usuamente lidos por um arquivo ou calculados em NOsSsos programas.

Geralmente assumimos que valores de x representam variaveis independentes e que valores
dey representam variaveis dependentes. Os valores de y podem ser calculados usando as fungdes de
X, ou osvalores de x ey podem ser retirados de experiéncia.

Coor denadas Retangular es

Os pontos retangulares identificam os pontos no sistema de coordenadas cartesianas com
suas posi¢oes ao longo dos eixos horizontal e vertical como nafigura 7.1.

eixo v &

1T

3 eixox

fig7.1 - coordenadas cariesianas

L egenda

Os comandos para se adicionar titulos, linhas de grade e inserir textos estdo relacionados a
Seguir:

Title(text) — Este comando escreve titulos no topo do gréfico plotado.

Xlabel (text) — Este comando escreve um texto abaixo do eixo x do gréfico plotado.

Ylabel(text) = Este comando escreve um texto ao lado do eixo y do gréfico plotado.

Text(x, y, text) — Este comando escreve um texto na tela do gréfico no ponto especifico das
coordenadas (X, y) usando os eixos dos gréficos. Se x ey sao vetores 0 texto € escrito a cada ponto.
Text(x, y, text, sc) = Este comando escreve um texto natela do gréfico no ponto especificado pelas
coordenadas (X, y), assumindo que a esgquina esquerda inferior € (0,0), e a esquina direita superior é
(1,2).

gtext(text) — Este comando escreve um texto nas posi¢des indicadas na tela do gréfico pelo mouse.
grid —= Este comando acrescenta grades no gréfico plotado.
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- Comandos de plotar

Geramente assumimos que y e x sdo eixos divididos com 0 mesmo intervalo de espago.
Esses gréficos séo chamados de lineares. As vezes temos que usar uma escala logaritmica em um ou
ambos os eixos.

Os comandos para plotar gréficos lineares e logaritmico sdo:

plot(x, y) - Este comando gera gréficos lineares com valores de x ey, onde X representa a variével
independente e y representa a variavel dependente.

Semilogx(x, y) — Este comando gera grafico usando escala linear paray e escalalogaritmica para X.
Semilogy(x, y) = Este comando gera gréficos usando escala linear parax e escaalogaritmica paray.
Loglog(x, y) = Este comando gera graficos com escala logaritmica para ambos os eixos x ey.

Obs.: E importante lembrar que logaritmo de valores negativos e zero ndo existem, logo se
tentarmos plotar um gréfico semilog ou log com valores negativos ou zeros, aparecerano MATLAB
uma mensagem informando que esses valores serdo omitidos do gréfico.

7.2 Gréaficos Polares

Gréficos polares sdo Utels quando valores sdo representados por angulo e grandeza
(magnitude). Por exemplo se medirmos a intensidade luminosa ao redor de uma fonte de luz,
podemos representar a informagd com um angulo fixando eixos e magnitude representando
intensidade.

Coordenadas polar es

Um ponto é representado em coordenadas polares por um angulo g e uma magnitude r. O
vaor de q é geramente dado entre 0 e 2p. A magnitude é um valor positivo que representa a
disténcia do eixo que fornece o angulo até o ponto.

O comando no MATLAB paragerar gréficos polares €

polar(theta,r) — Este comando generaliza graficos polares com angulo g (em radiano) e magnitude r
correspondente.

Exemplo: Os comando para a construcdo do grafico dafigura 7.2;
theta= 0:2*pi / 100 : 2*pi;

r = theta/ (2*pi);

polar(theta,r);
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'y; |

270
fig7 2 - grafico polar

Transformacao retangular / polar ; polar / retangular
As vezes devido a praticidade € interessante transformarmos coordenadas de um sistema
para outro.

As equactes abaixo relacionam os sistemas polar e retangular:

v polar / retangular X=rcosq ; y=rsng;
v retangular / polar r=0x2 +y2 ; q=atan (y/X);

Exercicios

1) Converter de coordenada retangular para coordenada polar:
b) (0.5, 1);

2) Converter de coordenada polar para coordenada retangular:

a) (p, 1);
b) (2.3, 0.5);
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Gréficosde barras e degraus

Os gréficos so similares, porém as linhas verticais que marcam o eixo x nos gréficos de
barras so omitidas nos gréficos de degraus.

Comandos:

bar(x, y) = Este comando gera gréficos de barras com elementos do vetor y localizados no vetor X,
contém 0 mesmo espago entre 0s valores.

stairs(y) — Este comando gera um gréfico de degraus com os elementos do vetor y localizados no
vetor X, contendo 0 mesmo espaco entre os valores.

stairs(x,y) = Este comando gera um grafico de degraus com os elementos do vetor y.

Exemplo: afigura 7.3 mostra um gréfico de barra;
35

25F

1571

(et

0 2
fig.7 3 - grafico de harra

4 & & 10 12

7.3 Opcoes

v Grdaficos multiplos => Para plotar curvas multiplas no mesmo gréfico deve se usar varios
argumentos no comando plotar como a seguir:
plot(x, y, w, 2);
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Quando se executa este comando a curva correspondente a x, y € a curva correspondente a
w, z s80 plotadas no mesmo gréfico. O MATLAB seleciona linhas diferentes para as curvas plotadas.

- Edtilo de linha e marcacéao

O comando plot(x, y) nos mostra uma linha plotada representando os vetores y e X, mas
podemos selecionar outros tipos de linha. Também podemos selecionar plotar pontos ao invés de
linhas. A seguir as diferentes opgdes de linhas e marcagdes.

Tipo delinha I ndicador Tipo de ponto I ndicador
Solid - point :
Dashed -- plus +
Dotted ; star *
Dashdot - Circle °
X-mark X

O comando a seguir representa linha sélida com tipo de ponto x-mark

plot(x, Yy, X, y, 'X)

Podemos também escol her as cores que serdo usadas:

Cor Indicadores
Vermeho r
verde g
azul b
Branco w
Invisivel i

O comando seguinte representa linha solida azul para os vetores x, y e plotando pontos vermelhos x-
mark:

plot(x,y, ‘b, X,y, ‘Xr);
- Escala

A escala dos eixos no matlab € automética, porém se vocé quiser rearrumar a escala de seus
€iX0s vocé pode usar o comando axis. Existe varias formas de se usar o comando axis:

axis - Este comando congela a escala de eixos para uma subsequiéncia de gréficos. A Segunda
execucao do comando retorna o sistema a escala automatica.
axis(v)- v éum vetor de quatro elementos que contém a escala de val ores,[xmin,xmax,ymin,ymax].
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Esses comandos tem um uso especia quando se quer comparar curvas de diferentes gréficos, pbs
pode ser dificil acomparacdo quando as curvas possuem diferentes eixos e escalas.

- Subplot
O comando subplot € usado quando se quer visualizar dois ou mais gréficos ab mesmo tempo.

Subplot(211), plot(x,y)
Subplot(212), plot(y,x)

Esse comando significa que teremos 2 graficos sendo o primeiro (plot(x,y)) colocado no canto
superior esquerdo datela e o segundo colocado no canto superior direito datela

- Controledetela

gcf Apresenta uma janela com gréfico;
clc Limpa ajanela de comando;
clg Limpaajanela do gréfico;

Exercicio

Gerar 12 pontos de uma funcgéo para os valores de x comegando de x=0 e incrementando de 0.5;
y =5x/2:

a) Gerar o gréfico linear desta funcéo;

b) Gerar o grafico desta fungéo com escala logaritmicax;
c) Gerar o grafico desta funcéo com escala logaritmicay;
d) Gerar o gréfico loglog desta funcéo;

€) Comparar as vantagens e desvantagens dos gréficos;

Solucéo:

7.4 Gréaficos 3D

A rede de superficie pode ser gerada por um conjunto de valores em uma matriz. Cada
ponta na matriz representa o valor da superficie que corresponde ao ponto natela.

Para gerar um arquivo que representa uma superficie 3D, primeiramente calculamos o
conjunto dos valores de x ey que representam as varidveis independentes e depois calculamos 0s
valores de z que representa os valores da superficie. O comando no MATLAB para plotar gréficos
3D é mesh(z). O comando meshgrid tem os argumentos do vetor x ey, ou sgja transforma o dominio
especificado pelos vetores x e y em vetores que podem ser usados em célculos de fungdes de 2
varidveis e construcdo de grafico 3D.
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Exemplo:

Gerar o gréfico 3D dafungdo -0.5<x<0.5 ;-05<y<05 ; (Figura7.4)
f(x,y)=z=01-x2-y?
1=|x2 +y2 +22|

Solucéo:
[xgrid,ygrid]=meshgrid(-0.5:0.1:0.5;-0.5:0.1:0.5);
z=sgrt(abs(1 - xgrid."2 - ygrid."2));

mesh(2);

0.95 .
0.9-
0.8%
0.5
075
0.7 .

10 15
10
2

figura7.4 - Gréfico 3D

Quando geramos redes de superficie 3D podemos querer escolher a posicéo de visdo que
sera definida com os termos azimuth ( rotacéo horizontal ) e vertical elevation que especifica os
graus (rotacdo vertical ).

Exemplo:
1) Rotagdo horizontal (figura7.5):
Comando no MATLAB :

f(x,y)=z=01-x2-y?
1=|x? +y2 +22|
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Solucéo:

[xgrid,ygrid]=meshgrid(-0.5:0.1:0.5;-0.5:0.1:0.5);
z=sgrt(abs(1 - xgrid."2 - ygrid."2));
mesh(z,[-37.5,0]);

1

(.95

0.9+

.85

0.8 5

0.75—

0.7 i I i i I l
15 10 5 [ 5 10 15

Figura 7.5 - Rotagéo horizontal

2) Rotacéo vertical (figura7.6):
Comando no MATLAB

f(x,y)=z=01-x2-y?
1=|x? +y2 +22|

Solucéo:
[xgrid,ygrid]=meshgrid(-0.5:0.1:0.5;-0.5:0.1:0.5);

z=sgrt(abs)1 - xgrid.A2 - ygrid."2));
mesh(z,[-37.5.-30]);
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1- /f@\\\\
0.95 -

0.9
0.85-
084
0.75-
07 0

15 15

Figura 7.6 - Rotagéo vertical

Exercicio

Gerar o gréfico 3D dafungdo z=f(x, y)= x*exp(-x"2-y"2)
paa-2<x<2,-2<y<2:

Solucéo:

Aplicagao a solucéo de problemas: Trajetéria de um Satélite

Satélites sdo usados para investigar diferentes niveis de atmosfera para obter informacdes
semel hantes as que sdo usadas para monitorar os niveis de 0zonio na aimosfera.

Para aumentar a bagagem cientifica de colecdo de dados da parte mais elevada da atmosfera,
os satélites auxiliam sistemas de telemetria para transmisséo de informag&o.

Nessa secdo nés assumimos que temos um arquivo contendo altitude, velocidade e
aceleracdo, para um conjunto de dados relativos a uma trajetéria de dois estégios do simulador.
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1. PROBLEMA EM S

Queremos gerar graficos desses arquivos (atitude, velocidade, aceleracdo) para determinar
se a performance dos dois estégios sdo similares.

2. DESCRICAO ENTRADA / SAIDA:

b
atitude
[ —

IW

—

3. SOLUCAO MATLAB
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Capitulo 8 - Solucéo a Sistemas de Equacdes L ineares

8.1 Interpretacdo gréfica

A interpretacdo gréfica € necessaria para solugcdo a sistemas de egquacOes lineares ocorrente
freqlientemente em problemas de engenharia. A vérios métodos existentes para solucionar sistemas
de equacbes, mas eles envolvem operagdes demoradas com grande oportunidade de erro. Entretanto
temos que entender O processo para que pPOSsaMmos corrigir e interpretar os resultados do
computador.

Uma equaco linear com 2 variaveis, semelhante a 2x - y = 3, define uma linhareta e é escrita
naformay = mx + b, onde m € o coeficiente angular e b o coeficiente linear. Podemos escrever y =
2x - 3. Setivermos 2 equagoes lineares, elas podem representar 2 diferentes retas que se interceptam
em um mesmo ponto, ou elas podem representar 2 retas paralelas que nunca se interceptam ou ainda
podem representar a mesma reta. Estas possibilidades sdo vistas nafigura 8.1.

20

15

10

10 - - - - -
-2 0 2 4 3 8 10

(a) - Retas que se interceptam.
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20

-2 0 2 4 & & 10
(b) - Retas paralelas

20

1571

10F

-0 L L . s .
-2 0 2 4 G s 10
(c) - Retasiguais - fig8.1
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Equacdes que representam duas retas que se interceptam podem ser facilmente identificadas
porgue possuem diferentes coeficientes angulares.
Exemplo: y=2x-3 ; y=-X+3;

Equactes que representam duas retas paralelas possuem 0 mesmo coeficiente angular e
coeficientes lineares diferentes.
Exemplo:y=2x-3 ; y=2x+1;

Equagdes que representam a mesma reta sdo equagdes com mesmo coeficiente angular e
mesmo coeficiente linear.
Exemplo:y =2x-3 ; 3y=6x-9;

Se a equacdo linear contém 3 varidvels X, y, z entdo ela representa um plano em espaco
tridimensional.

Se temos duas equacdes com trés varidveis, elas podem representar dois planos que se
interceptam em uma linha, ou podem representar dois planos paralelos ou ainda podem representar o
mesmo plano.

Essas idéias podem ser estendidas para mais de trés variaveis porém se torna dificil a
visualizagdo desta situagéo.

Em muitos sistemas de engenharia estamos interessados em determinar se existe uma solucéo
comum para sistemas de equagdes. Se a solugdo comum existe entdo podemos determina-la. Vamos
discutir dois métodos para solucdo de sistemas de equagdo usando MATLAB.

8.2 Solucéo usando operagdo com matrizes

Considerando o sistema seguinte de trés equactes com trés varidvels desconhecidas.

3X +2y -z = 10
-X +3y +2z = 5
X -y -Z = -1

Podemos rescrever os sistemas de equacfes usando as seguintes matrizes:

A=|3 2 -1 X=[ x B=|10
-1 3 2 y 5
1 -1 -1 z -1
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Usando multiplicagcdo de matrizes, 0 sistemas de equacdes pode ser escrito naforma:
Ax=B

Divisdo de matrizes

No MATLAB, um sistema de equagdes simultanea pode ser resolvido usando divisdo de
matrizes. A solugdo da equacdo da matriz Ax = B pode ser calculada usando divisdo A\B.
Exemplo: Ax =B
A=][3,2-1-13,21,-1,-1];
B =[10; 5; -1];
X =A\B;

O vetor x contém os seguintes valores -2; 5; -6. Para confirmar se os valores de x estdo corretos
podemos multiplicar A*X e veremos que o resultado sera B.
Matriz inversa

O sistema de equagdes pode ser resolvido usando matriz inversa. Por exemplo assumimos que A,
X, B sdo matrizes definidas a seguir:

A=|3 2 -1 X=| X B=1] 10
-1 3 2 y 5
1 -1 -1 z -1

Entdo A*x = B. Suponha que multiplicamos ambos os lados da equacéo da matriz por A™-1 entéo
temos:

AN-1*A*x =AN-1*B
Mas AN-1*A éigual amatriz identidade |, ent&o temos:

I*x=A"-1*B ou
X =AN-1*B;

No MATLAB podemos calcular essa expressdo usando o comando:
X =inv(A)*B;

Exercicios

1) Resolver os sistemas de equagdes com os métodos acima e se possivel plotar os graficos.

a[-%x +y=-
A
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Aplicagao a solucéo de problemas: Analise de circuito elétrico

A andlise de circuito elétrico freglientemente envolve o encontro de solugdes de conjunto de
equacdes. Essas equagdes sdo usadas para descrever as correntes que entram e que saem dos nés, ou
avoltagem em cada maha

A figura 8.2 nos mostra um circuito com duas fontes de voltagem. As trés equacbes que
descrevem a voltagem ao redor dos trés lacos séo:

Figura 8.2 - Circuito com duas fontes de voltagem

(R1+R2)i1  -R2i2 +0i3 = V1
‘R2i1  +(R2+R3+R4)i2 -R4i3 = 0
0il -R4i2 +(R4+R5)i3 = -V2

Problema: Calcular as trés correntes do circuito da figura 8.2 considerando os valores da
figuraparaR1, R2, R3, R4, R5, V1e V2.

Entrada/ Saida:

R1R2R3 R4 R5

V1iv2

[T
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Capitulo 9 - Ajuste de Curvase I nter polacao

Em diversas areas do conhecimento, com freqiiéncia se torna necessario descrever o0s
dados obtidos experimentalmente oriundos de um experimento ou fendmeno fisico. Essas
informagdes podem ser tomadas como coordenadas de pontos que definem uma certa funcéo
analitica f(x). Podemos ainda usar estes pontos para estimar valores da funcdo que ndo estejam
dentre os iniciais. Outro problema de engenharia € quando ndo € necess&rio que a fungdo va
diretamente para todos os pontos dados e sm, para uma estimativa mais apropriada do
comportamento da funcdo. Ha duas aternativas para resolver este problema. Na interpolacéo,
parte-se do pressuposto de que os dados estejam corretos e procura-se alguma maneira de descrever
0 que acontece entre os pontos dados; o outro método é chamado de gjuste de curvas ou regressao,
gue tem como objetivo achar alguma curva suave que melhor se gjuste aos dados, mas que néo
necessariamente passe por quaisquer dos pontos.

9.1 Interpolacao

A interpolagdo é definida como sendo uma forma de estimar os valores de uma fungéo
entre aqueles dados por algum conjunto de pontos de dados. A interpolacdo € uma ferramenta
valiosa quando ndo se pode calcular rapidamente a funcdo nos pontos intermediérios desejados. Por
exemplo isto ocorre quando os pontos de dados resultam de medicbes experimentais ou de
procedimentos computacionai s demorados.

Nesta secdo vamos apresentar dois tipos de interpolagdo. A interpolacéo linear, que
considera que os valores intermediérios caem em uma linha reta entre os pontos definidos. Neste
método se torna claro que, a medida em que se tém mais pontos de dados e a disténcia entre eles
diminui, a interpolacéo linear se torna mais precisa. E a interpolacéo spline, que considera que
alguma curva suave se gjusta aos pontos, onde esta suposi¢ao € a de que um polindmio de terceira
ordem, isto é um polindmio cubico sga usado para modelar cada segmento entre pontos
consecutivos e que ainclinagcdo de cada polindmio cubico se gjuste nos pontos de dados.
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I nter polagéo linear

Uma das técnicas mais usadas para estimar o comportamento de uma determinada funcéo
entre dois pontos dados é a interpolacéo linear.

Supondo gue tenhamos apenas duas coordenadas de uma fungdo qualquer e, que podemos
estimar seu comportamento linearmente, ou sgja através de uma reta entre esses pontos. Entéo
poderemos assim determinar o comportamento da funcdo em qualquer ponto deste intervalo por
meio de uma simples semelhanca de tridngulos, onde a equacéo geral &

f(b)=1(a + b-a(f(c)-f(a))

c-a

A interpolagdo linear é possivel no MATLAB através do uso dos comandos tablel e
table2.

Comando tablel

Este comando proporciona a interpolacdo linear em uma dimensdo usando para isto uma
tabela contendo as informagdes a serem trabalhadas. O primeiro argumento deste comando se
refere a tabela contendo as informagdes. O segundo se refere ao valor de x para o qual queremos
interpolar o valor dafungéo.

O comando ira até a primeira coluna da tabela e achar os dois pontos consecutivos, entre os
quais estard 0 nosso ponto a ser interpolado. O comando entdo acha o valor da fungéo no ponto
escolhido. E importante notar que na hora de alocar os valores na tabela, eles devem estar
ordenados crescentemente ou decrescentemente, e o valor a ser interpolado devera estar entre o
primeiro e Ultimo valores da primeira coluna da tabela, caso contr&rio surgira uma mensagem de
erro!
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Exemplo 1

Supondo que queiramos determinar o comportamento térmico da cabeca de um cilindro a
ser implementado num carro.  Supondo também que os valores experimentais referentes ao Tempo
e a Temperatura sgjam;

Tempo, s Temp., F
0

20

60

68

77

110

G [WIN|IFR|O

Para alocarmos estas informagdes devemos usar uma matriz, onde o tempo sera preenchido
na primeira coluna através dos seguintes comandos:

dadol(:,1) =[0,1,2,3,4,5] ’;
dado2(:,2) = [0,20,60,68,77,110] ’;

Podemos usar 0 comando tablel para interpolar a temperatura correspondente a um
determinado tempo no intervalo de 0 a5 segundos:

y1 = tablel (dadol, 2.6);
y2 = tablel (dadol, 4.9);

Os valores correspondentes serdo y1 = 64.8 ey2 = 106.7.

Supondo agora que medimos a temperatura em trés pontos do cilindro:

Tempo,s | T1 T2 T3
0 0 0 0
1 20 25 52
2 60 62 90
3 68 67 91
4 77 82 93
5 110 103 9%

Guardando estas informagGes numa matriz, com as informagdes do tempo na primeira
coluna:
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dado2(:,1) =[ 0,1,2,3,4,5] ’;
dado2(:,2) = [0,20,60,68,77,110] ’;
dado2(:,3) = [0,25,62,67,82,103]’;
dado2(:,4) = [0,52,90,91,93,96]’;

Para determinar valores das temperaturas nestes trés pontos no tempo de t = 2.6s, usamos
0S seguinte comando:

temps = tablel (dado2, 2.6);

Onde temps serd um vetor contendo os trés valores da temperatura: 64.8, 65.0 e 90.6.

Comando table?

Esse comando possibilita ainterpolacdo bidimensional usando valores da primeira coluna e
da primeira linha da tabela. E importante perceber que tanto os elementos da primeira coluna
guanto os elementos da primeira linha devem estar ordenados crescentemente ou decrescentemente
e que os valores de x e de y devem permanecer entre os limites da tabela.

Supomos agora que iniciamos um determinado processo incrementando uma velocidade
constante dada em rotagfes por minuto, enquanto medimos a temperatura em um ponto da cabeca
do cilindro. Ent&o, se iniciarmos 0 processo e incrementarmos uma velocidade 2000 rpm em 5
segundos e registrarmos os valores de temperatura. Da mesma forma podemos continuar
registrando os val ores de temperaturas para os varios valores de vel ocidade:

Tempo,s| V1=2000 | V2=3000 | V3=4000 | V4=5000 | V5=6000
0 0 0 0 0 0
1 20 110 176 190 240
2 60 180 220 285 327
3 68 240 349 380 428
4 77 310 450 510 620
5 110 405 503 623 785

Desta forma podemos estimar a temperatura da cabeca do cilindro em qualquer tempo
entre 0 e 5 segundos, e em qualquer velocidade entre 2000 e 6000 rpm.

Ao invés de calcularmos, 0 que seria bem mais complicado, podemos interpolar a funcéo
em questéo.

Podemos agora guardar estas informagfes numa matriz dado3, e entdo usar o comando
table2 para calcular estainformagdo para nos:
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Note que agora nés preenchemos as linhas com as informacdes da tabela, no exemplo
anterior nds preenchemos as colunas.

dado3(1,:) = [0,2000,3000,4000,5000,6000];
dado3(2,:) =[0,0,0,0,0,0];

dado3(3,:) =[1,20,110,176,190,240];
dado3(4,:) = [2,60,180,220,285,327];
dado3(5,:) = [3,68,240,349,380,428];
dado3(6,:) = [4,77,310,450,510,620];
dado3(7,:) = [5,110,405,503,623,785];

temp = table2(dado3,3.1,3800)

A resposta serd mostrada em temp = 336.68 F .
Sline

Uma spline cubica é uma curva suave construida passando através do conjunto de pontos.
A curva entre cada par de pontos é determinada por um polinémio do terceiro grau, que é calculado
parafornecer uma curva suave entre os pontos ao invés de liga-los simplesmente.
Comando spline

E o comando que realiza no MATLAB uma spline clbica. O primeiro argumento do
comando spline € 0 X, 0 segundo é 0 y € o terceiro contém o valor do(s) ponto(s) aonde se desgja 0

valor da fungdo. Lembrando que novamente os valores de x devem ser ordenados ou
crescentemente ou decrescentemente, caso contrério surgira uma mensagem de erro!

Exemplo 2

Supondo que queiramos usar a spline cubica para calcular a temperatura na cabega do
cilindro no tempo t = 2.6 segundos, podemos usar 0s seguintes comandos:

X = [0!112a31415];

y =[0,20,60,68,77,110];
templ = spline(x,y,2.6)

O valor de templ sera 67.3.

Se quisermos usar estes processo para calcularmos a temperatura em diferentes momentos
podemos usar 0s seguintes comandos:

temp2 = spline(x,y,[2.6,4.9]);
temp2 =[67.3,105.2]

Cap. 9 — Ajuste de Curvas e Interpol acéo 110



:/-\<€ Iee/ Curso deMATLAB

Se quisermos ainda plotar uma curva spline abrangendo um outro intervalo de valores,
podemos gerar um vetor X como o terceiro argumento do comando spline.

Exemplo 3

x =1[0,1,2,3,4,5];

y =[0,20,60,68,77,110];
newx =0: 0.1:5;

newy = spline(x,y,newx);
axis([-1,6,-20,120]);

plot (X,y,newx,newy,x,y, 0');
title (* Interpolagdo Spline’);
xlabel(* Tempo,s’);

ylabel(* Graus, F’);

grid;

Note que na interpolacdo linear, o gréfico de x e y percorrem as coordenadas por meio de
retas, enquanto que o grafico de newx e newy representa a spline definida por interpolagdo clbica.

Exercicios para Praticar!

Supondo que nossa tabela de valores sgja;

Tempo,s Temp, F
0,0 72,5
0,5 78,1
1,0 86,4
1,5 92,3
2,0 110,6
2,5 1115
3,0 109,3
3,5 110,2
4,0 110,5
45 109,9
5,0 110,2

a. Gerar um gréfico que compare os dois tipos de interpolacdo ja vistos.
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b. Achar os valores da temperatura correspondentes aos seguintes valores de tempo t =
[0.3,1.25,2.36,4.48] , usando ainterpolagdo linear.

c. Achar os vaores da temperatura correspondentes aos seguintes valores de tempo t =
[0.3,1.25,2.36,4.48] , usando a spline.

Aplicacdo a Solucédo de Problemas : Brago Robotico

Assim como este sistema de manipulacdo existem varios outros usados em varios tipos de
robds, que se utilizam de um avancado sistema de controle para guiar um braco robético para a
posicéo desgada. Um dos anseios de um sistema de controle é que o caminho percorrido pelo
braco ao se mover de um local para o0 outro, ao pegar ou soltar um objeto, seja feito regularmente,
evitando assim possiveis ‘trancos durante 0 percurso.

O caminho percorrido pelo braco sera definido através de coordenadas de pontos por onde
o0 braco ird se mover. Entdo podemos utilizar a interpolacdo para definir uma curva suave, regida
por estas coordenadas, para mostrar 0 comportamento desse braco ao longo de uma trajetéria.

Uma parte importante no desenvolvimento do algoritmo ou da solucdo deste problema esta
na consideracdo de situacOes especiais. Neste problema nds assumimos que pontos nos quais o
brago ir4 passar precisardo estar na ordem para mover o brago na trgjetéria desgjada que ser&
posicéo inicial, posicdo intermediaria, posi¢ao para pegar o objeto, posi¢ao para colocar o objeto no
local desgjado e finalmente posicdo inicia. E, consideraremos também que cada ponto contera trés
coordenadas: X, y(que seréo as coordenadas relativas a posicdo inicial), e uma terceira coordenada
dizendo o cddigo da respectiva posi¢ao, de acordo com a tabela abaixo:

Codigo Posicdo
0 Inicial
1 Intermediéria
2 Para pegar 0 objeto
3 Para deixar 0 objeto

Queremos entdo utilizar uma spline para visualizarmos o comportamento do braco
robdtico.

Método para a resolucéo do problema
1. PROBLEMA EM S

Desenhar uma curva suave utilizando a interpolacdo por spline que pode ser usada para guiar um
braco robético para uma determinada trajetéria.
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2. DESCRICAO DA ENTRADA E DA SAIDA

A entrada é constituida de um arquivo contendo as coordenadas x e y dos pontos pelos quais 0
braco robético devera passar.

A saida do programa serd a curva correspondente ao comportamento do rob6 ao percorrer
estes pontos.

poritos chat O T

Diagrama de entrada & saida

3. SOLUCAO NO MATLAB

9.2 Ajuste de curvas pelo método dos minimos quadrados

Supondo que tenhamos um conjunto de pontos originados de um determinado experimento
e que queiramos plotar 0 seu gréfico. Se tentarmos tracar uma Unica reta entre esses pontos,
somente um par destes pontos irdo fazer parte dareta. O método dos minimos quadrados podera ser
usado neste caso para achar uma Unica reta que mais se aproxime de todos os pontos. Embora essa
reta sgja a melhor aproximacdo possivel, pode acontecer da reta ndo passar efetivamente por
nenhum ponto.

Note gque este método é muito diferente da interpolacdo porque esta passara por todos 0s
pontos.

Vamos partir primeiro para a discussdo do guste da reta para um conjunto de pontos e
depois para o guste do polindmio através do conjunto de pontos.

Regressdo linear

E o processo que determina a equacdo linear, ou sgja, a funcdo mais aproximada do
comportamento dos pontos, que € calculada através do somatério dos minimos quadrados das
distancias entre areta e 0s pontos.

Como exemplo vamos ainda considerar aqueles valores de temperaturas do cilindro:

X= [0!112a31415];
y =[0,20,60,68,77,110];
axis([-1,6,-20,120]);
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Se simplesmente plotarmos o gréfico através do comando:

plot(x,y,X,y, ‘0’);

Ele ligara os pontos. Mas, se ao invés disso, estimarmos o comportamento da funcdo em
y1l=20*X, eai sim plotarmos este grafico:

plot(x,y1,x,y, ‘0’)

Para medirmos a qualidade desta estimativa, devemos determinar a distancia no eixo
vertical de cada ponto a reta estimada e soméa-las através do comando sum. Observe que somamos
os quadrados das distancias para evitar que algum valor sgja anulado devido aos sinais.

somadist = sum ((y - y1) . 2);

Para achar a reta mais perto de todos os pontos devemos achar a menor soma dos
guadrados das disténcias. Paraisto devemos escrever aequagao geral dareta:y = mx + b.

Osvalores de m e b poder&o ser calculados através do comando polyfit
Comando polyfit

Este comando acha os coeficientes do polindbmio que estamos procurando. Mas, paraisto
devemos especificar o grau do polinbmio. Este comando possui trés argumentos. primeiro as
coordenadas x ey, e depois o grau do polindmio.

Exemplo:

x=[0,1,2,3,4,5];

y =[0,20,60,68,77,110];

coef = polyfit(x,y,1);

m = coef (1);

b = coef (2);

ybest = m*x+b;

somadist = sum ((y - ybest) .~ 2);
axis([-1,6,-20,120));
plot(x,ybest,x,y, ‘0" );

titte(* )
xlabel (‘X'); ylabel(*Y’);
grid;
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Comando polyval

Este comando € empregado para estimar 0 minimo polindmio quadrado de um conjunto de
pontos. O primeiro argumento deste comando conterd os coeficientes do polinémio, o segundo
argumento serd um vetor com os valores de x para 0s quais desejamos o valor da funcgao.

Exemplo:

ybest = polyval (coef,x);
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Capitulo 10 - Andlise polinomial

Este capitulo traz uma série de comandos no MATLAB para a andlise polinomial.
Primeiro vamos discutir meios de avaliar os polindmios e como trabalhar 0 seu comportamento.
Uma aplicacdo deste conceito esta na modelagem da dtitude e velocidade de um baldo. A seguir
definiremos as raizes dos polinémios.

Polinbmios normamente aparecem em aplicacbes da Engenharia e na Ciéncia em geral
porque eles constituem ainda bons model os para representar sistemas fisicos.

10.1  Avaliagao do polin6mio
Como exemplo vamos tomar o seguinte polinbmio:
f(x) = 3x*- 0.5x°+ x - 5.2
Se x assumir valores escalares, podemos escrever:
f(x) =3*x"M-05*x"3+x-52;
Se x for um vetor ou uma matriz devemos escrever:
f(x) =3*x "4 -05*x "3+ x-5.2;
onde o tamanho da matriz f serd 0 mesmo da matriz x.
Comando polyval
Este comando possui dois argumentos. O primeiro argumento contém os coeficientes do
polinbmio em questdo e 0 segundo argumento contém a matriz para a qual desgamos avaliar o
polinémio.
Exemplo 1

a=1[3-050,1,-5.2];
f = polyval(ax);

Esses comandos também podem ser combinados em um so:
f = polyval([3,-0.5,0,1,-5.2] x);

O tamanho de f tera que ser igual ao tamanho de x, seja ele um escalar, vetor ou matriz.
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Supondo que queiramos o valor da funcdo g(x) = -x° + 3x° - 2.5x? - 2.5, parax no intervalo
de[0,5]:

X:0:0.025:5;
a= [_1’013!-2’5’0’-2'5];
g = polyval(a,x)

Quando x for um escalar ou um vetor, polyval consegue cacular o valor da fungéo
operando elemento por elemento. Mas quando x for uma matriz usa-se 0 comando polyval m:

f = polyvalm(ax);
sendo a matriz x, uma matriz quadrada.
Operacdes Aritméticas

Podemos trabalhar com polinbmios armazenando seus coeficientes em vetores, e trabalhar
apenas com estes vetores.

Soma e subtracdo

Para somar ou subtrair polindmios basta somar ou subtrair seus respectivos coeficientes. O
MATLAB néo apresenta um comando especifico par somar polindmios. A soma ou subtracdo
padréo funciona se ambos os vetores polinomiais forem do mesmo tamanho. Somemos 0s
polindbmios a seguir:

gx) =x*-3x*-x+24
h(x) = 4x3 - 2x* + 5x - 16
som(x) = g(x) + h(x)
sub(x) = g(x) - h(x)

Para multiplicar um polinbmio por um escalar (sendo ele positivo ou negativo), basta
definir o polinémio pelos seus coeficientes e efetuar a multiplicagdo. Multipliquemos o polindémio:

9(x) = 31(x)

No MATLAB:
f=[3-61];
g=3*f
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Multiplicacdo

A multiplicacdo polinomial € efetuada por meio do comando conv (que faz a convolucéo
entre dois conjuntos). A multiplicacdo de mais de dois polindmios requer o uso repetido de conv.

m = conv(g,h)

Divisdo
No MATLAB adivisdo de polindmios é feita através do comando deconv:

[g,r] = deconv(g,h)
Esse resultado nos diz que g dividido por h nos da o polindmio de quociente g eresto r.

Aplicacdo a Solucéo de Problemas: Baldes Meteoroldgicos

BalGes sdo usados para reunir problemas de temperatura e pressdo nas diferentes altitudes
da atmosfera. O baldo consegue ganhar altitude porque nele estd4 presente um gés de menor
densidade que o proprio ar ao seu redor. Durante o dia, devido a presenca da luz solar, o gas Hélio
se expande, se tornando mais denso que o ar e assim fazendo com que o baldo suba. Durante a
noite, 0 gés Hélio esfria e fica mais denso, e com isso 0 bado desce a baixa dtitude. No dia
seguinte 0 sol novamente esguenta 0 gas e o baldo sobe. Com o passar dos dias, esse processo gera
vérios valores de dtitude que geralmente podem ser aproximados por uma equacéo polinomial.

Assumindo gque o seguinte polinémio represente a altitude em metros, durante as primeiras
48 horas de um bal&o:

h(t) =-0.12 t* + 12t3-380 t? + 4100 t + 220

onde t € medido em horas. O modelo polinomial para velocidade, obtido através da
derivada, em metros por hora do bal&o é o seguinte:

v(t) =-0.48t%+ 36 t?- 760 t + 4100

Método para a resolucéo do problema
1. PROBLEMA EM SI:

Usando o polindmio dado fazer o gréfico da atitude e da velocidade do baldo em questéo.
E achar também a méxima altitude por ele atingida.
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2. DIAGRAMA ENTRADA/SAIDA:

Neste diagrama é mostrado que ndo existe nenhuma entrada externa ao programa. A saida
consiste em dois gréficos e na altitude méxima atingida e o seu tempo correspondente.

|ﬂ velocidade

|i'l v aceleragio

Diagrama de ertrada e saida

3. SOBRE O PROGRAMA:
Queremos que apenas o0 programa faga o grafico de acordo com as nossas informagdes e

entdo calcule o maximo valor atingido no grafico. Devemos também fazer que nosso programa
converta metros por hora em metros por segundo.

4. SOLUCAO NO MATLAB:

Vamos usar o comando polyval para gerar os pontos para formar o grafico. O comando
max é usado para determinar o valor méximo da funggo.
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10.2 Raizes de polinémios

Achar as raizes de um polinbmio, isto €, os valores para 0s quais 0 polindmio é igua a
zero, € um problema comum em muitas &reas do conhecimento, como por exemplo, achar as raizes
de equacdes que regem o desempenho de um sistema de controle de um brago robético, ou ainda
equacdes que demonstram a arrancada ou freada brusca de um carro, ou analisando a resposta de
um motor, e analisando a estabilidade de um filtro digital.

Se assumirmos que os coeficientes (a, &, ...) de um polindbmio sdo valores reais,
poderemos encontrar raizes complexas.

Se um polindmio é fatorado em termos lineares, fica fécil de identificar suas raizes,
igualando cada termo a zero.

Um exemplo consiste no polindmio:
f(x) = X% + X - 6,

gue ao ser fatorado se torna:
fX)=(x-2).(x+3)

As raizes da equacdo sdo os valores de x para os quais a funcéo f(x) éigua a zero, ou sgia,
Xx=2ex=-3.

No gréfico, as raizes sdo valores onde a funcéo corta 0 eixo X.
Um polinémio do terceiro grau tem exatamente trés raizes que podem ser:

- trésraizesreais;

- trésraizesiguais;

- umaraiz rea e duasraizesiguais,

- umaraiz real e um par conjugado de raizes complexas.

Se a funcédo f(x) for um polinbmio de grau n, ela tera exatamente n raizes. Estas n raizes
podem conter multiplas raizes ou raizes complexas.

No MATLAB, um polinémio € representado por um vetor linha dos seus coeficientes em
ordem decrescente. Observe que os termos com coeficiente zero tém de ser incluidos. Dada esta
forma, as raizes do polindmio sdo encontradas usando-se o comando roots do MATLAB.

Ja que tanto um polindmio quanto suas raizes sdo vetores no MATLAB, o MATLAB adota
a convencdo de colocar os polindmios como vetores linha e as raizes como vetores coluna. Para
ilustrar este comando vamos determinar as raizes do seguinte polinémio:

Cap. 10 — Andlise Polinomial 120



:/-\<€ Iee/ Curso deMATLAB

fx)=x*-2x*-3x+10

No MATLAB:

p=[1,-2,-3,10];
r = roots(p)

Lembrando que estes comandos podem ser dados de um so vez:
r =roots([1,-2,-3,10]);
Osvaloresdasraizesserdo: 2 +i,2-i e-2.

Agora, dadas as raizes de um polinémio, também é possivel construir o polinémio
associado. No MATLAB, o comando poly é encarregado de executar essa tarefa.

onde o argumento do comando poly € o vetor contendo as raizes do polinbmio que desejamos
determinar.

Exemplo 2
Segjam as raizes de um polinémio -1, 1 e 3. Determinar este polinémio.
No MATLAB:
a=poly ([-1,1,3]');

Exemplo 3

Determine as raizes dos seguintes polinémios e plote seu gréfico, com seu eixo apropriado,
com o objetivo de verificar se 0 polindbmio atravessa 0 eixo X bem nos locais das raizes.

af(x)=x3-5x°+2x +8

b. g(x) = x* + 4x + 4

c. h(x) = x° + 3x*- 113 + 27x% + 10x - 24
dix)=x- 33 +4x*-1
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Capitulo 11 - Integracéao e Diferenciacdo Numérica

A integracdo e diferenciagdo sdo conceitos fundamentais usados para resolver um grande
nimero de problemas na Engenharia e na Ciéncia. Enguanto muitos destes problemas se usam de
solucBes analiticas, muitos requerem solucdes numéricas para serem entendidos.

11.1 Integracdo Numérica

A integral de uma funcdo f(x) no intervalo [a,b], € definida como sendo a &rea sob a curva
percorrida por f(x) entreaeb.

b
k=J f(x) dx

a

A avdiacdo numérica de uma integra é também chamada de quadratura (enfoque
geométrico). O MATLAB possui trés comandos para calcular a &rea sob uma fungdo, em um
dominio finito, que sdo: trapz, quad e quad8.

Regra do Trapézio

Quando a érea sob a curva pode ser representada por trapézios e o intervalo [a,b], dividido
em n partes iguais, a &rea aproximada podera ser calculada através da seguinte formula:

Kt=b-a (f(xo) +2f(xy) + ...+ 2f(Xn-1) + f(Xn) )
2n

onde os valores de xi representam os pontos no final da cadatrapézio e xo = aex,=b.

A estimativa da integral melhora quando usarmos um maior niimero de componentes ( como
por exemplo trapézios), para aproximar a area sob a curva, pois quanto menor for o intervalo da
funcéo a curvatende a umareta.

Comando quadratura

O MATLAB possui dois comandos para desenvolver a integracdo numérica. O comando
guad usa uma forma adaptada da regra de Simpson, enquanto o comando quad8 usa uma forma
adaptada da regra de Newton-Cotes. O comando quad8 funciona melhor em certas fungdes com
certos tipos de singularidades como por exemplo:
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k :Jl xc

0

Lembrando que uma singularidade é um ponto no qual uma fungdo ou sua derivada ndo sao
definidas ou tendem para o infinito. Ambas as fungdes escrevem na tela uma mensagem quando
detectam uma singularidade, mas ainda assim o valor estimado daintegral € retornado.

A forma mais smples do comando quad requer trés argumentos: 0 primeiro argumento é o
nome da funcdo no MATLAB que reconhece a funcdo que estamos tratando; 0 segundo e o terceiro
argumento sdo os limites inferior e superior ae b daintegral.

Exemplo 1

b
k =J x o para a e b ndo negativos
a

K =2 (b3/2_a3/2)
3

Os comandos quad e quad8 podem ainda assumir um quarto argumento que € a tolerancia,
gue corresponde a precisdo. Se atolerancia for omitida, o valor default 0.001 sera assumido pelo
MATLAB.

Exercicio 1

Sejaafuncdo f(x) = | x |. Resolvaasintegrais abaixo usando o MATLAB e compare com 0S
resultados obtidos a méo.

a. int[0.6,0.5] f(x) dx
b. int[0.5,-0.5] f(x) dx
c. int[0.0,-1.0] f(x) dx

Problema Aplicado: Anélise de Escoamento de um Oleo num Oleoduto

A andlise do fluxo de um liquido em duto tem aplicacdo em muitos sistemas diferentes,
incluindo o estudo em veias e artérias no corpo humano, o sistema hidraulico de uma cidade, o
sistema de irrigacéo de umafazenda, o sistema de jato de tinta de uma impressora, etc.

O atrito de um fluxo ao passar num oleoduto circular gera a chamada vel ocidade de perfil no
fluido.
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O dOleo que esta em contato com as paredes do duto ndo estda se movendo na mesma
velocidade que o déleo no centro do fluido. O diagrama abaixo mostra como a velocidade do 6leo
varia de acordo com o didmetro do duto e define as variaveis usadas para esta andlise:

Whnas,

V(e / _‘I'_r R vo

A velocidade de perfil € definida pela seguinte equagéo:
v()=vmax (1 - r/rp) "
onde n € um numero inteiro entre 5 e 10 que define o contorno do escoamento do dleo. A

vel ocidade média de escoamento do 6leo pode ser calculada integrando-se a velocidade de perfil no
intervalo de O ary.

VFREX

rﬂ2

A=2

Os valores de vmax e de n podem ser medidos experimentalmente, e o valor de rp € 0
préprio raio do tubo. Escreva um programa no MATLAB para integrar a velocidade de perfil e
assim determinar a velocidade médio do 6leo no duto.

Método Para a Resolucdo do Problema
1. OPROBLEMA EM SI

Calcular a velocidade média do 6leo em um duto.

2. DESCRICAO DA ENTRADA E SAIDA
Os dados experimentais que serdo tomados como entrada em nosso programa séo a velocidade
maximavmax, o raio do duto ro, e 0 valor den.

A saida de nosso programa sera a vel ocidade média do 6leo no duto.
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——=  welocidade média

Disgrama de entrads & saida

3. FORMA QUE AJUDARA NA QUESTAO

Plotar um gréafico dafuncor (1-r/ o) /" e estimar o valor daintegral através do célculo
da érea sob a curva

4. SOLUCAO NO MATLAB

11.2 Diferenciacdo Numérica

A derivada de uma funcéo f em um ponto pode ser descrita graficamente como a inclinagéo da reta
gue tangencia a funcdo naquele ponto.

Pontos da funcéo onde a derivada € zero sdo chamados pontos criticos. Sao pontos onde a
tangente é representada por uma linha horizontal e que, por isso, definem o local de méximo e de
minimo da funcdo.

Podemos perceber ao analisar uma determinada fun¢do num determinado intervalo que o
sina da derivada pode mudar, e, se esse sinal muda, significa que dentro deste intervalo existe local
de maximo e local de minimo.

Podemos também analisar uma funcdo pela sua derivada segunda. De modo que, se a
derivada segunda de um ponto critico € positiva, entdo o valor da funcdo naquele ponto significaum
local de minimo. Da mesma forma, se a derivada segunda de um ponto critico € negativa, entdo a
funcdo possui um local de maximo.
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Derivagdo por expressdes de diferencas

As técnicas de diferenciagdo numérica estimam a derivada de uma fungdo em um ponto x
através da aproximacdo da inclinagdo da reta tangente a curva neste ponto usando valores que a
funcdo assume em pontos perto de xx. Essa aproximacdo pode ser feita de vérios modos.

Assim, dependendo dos pontos, temos trés técnicas.

)
T

e ko ke
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A derivada segunda pode ser achada através da formula:

F () =1 () - f " (xc - 1)
(%) - (X - 1)

Comando diff

O comando diff calcula a diferenca entre dois pontos adjacentes num vetor, gerando um
novo vetor com a diferenca (Se o comando diff for aplicado a uma matriz, ele ira operar como se
cada coluna da matriz fosse um vetor).

Por exemplo, assumindo que o vetor x sga[0,1,2,3,4,5], e que o vetor y sga[2,3,1,5,8,10].
O vetor gerado por diff(x) sera[1,1,1,1,1], enquanto que o gerado por diff(y) sera[1,-2,4,3,2].

A derivada dy sera calculada por diff(y) ./ diff(x). Note que estes valores de dy estardo
corretos para ambas as formas de diferencas, backward ou forward. A diferenca entre esses dois
métodos para o calculo da derivada € determinada pelos valores de x que correspondem a derivada
dy. Se os vaores correspondentes de x forem [1,2,3,4,5] entdo dy é calculado pela diferenca
backward; mas se os valores de x forem [0,1,2,3,4] entdo dy sera calculado pelo método da
diferenca forward.

Supondo que desgjamos analisar a funcdo dada pelo seguinte polindémio:
fX)=x°-3x*-11x3+27x* +10x- 24

Assumindo que queiramos calcular o valor de sua derivada no intervalo [-4,5], usando o
método da diferenca backward.

Chamando f ' (x) de df e, xd os valores de x da derivada.
Temos no MATLAB que:

x =-4.0.1:5;

f=x"5-3* X M-11*Xx"3+27*x "2+10* X - 24;
df = diff(y) . / diff(x);

xd = x(2:length(x) );

plot(f,x)

plot(df ,xd)

axis([-4 5 -800 600]);

plot(f)

axis([-4 5 -200 1400]);

plot(df)
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Podemos marcar os locais dos pontos criticos para essa funcdo com os seguintes comandos:

produto = df(1 : length(df) - 1) .* df(2 : length(df) );
critico = xd (find (produto < 0) )

O comando find determina os indices dos locais do produto para os quais a derivada df (k) €

igual a zero; esses indices so entdo usados com o vetor contendo os valores de xd para determinar
os locais de pontos criticos.

Exercicios para Praticar !

1. Para cada polinbmio abaixo, plote a fun¢éo, sua derivada primeira e sua derivada segunda, no
intervalo de [-10,10]. Depois ache os locais de minimo, de maximo, e os pontos criticos

a g(X) =x3-5x2+2x+8
b. h(x) = x5 - 4x4 - 9x3 + 32x2 + 28x - 48
C. i(X) =X7-5x3+ 14x2 - 12
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Capitulo 12 - Equacdes Diferenciais Ordinarias

Nesta sessdo iremos apresentar um grupo de equagdes de primeira ordem e suas solucdes
analiticas. Depois seguiremos com a descricéo dos métodos de Runge - Kutta para a integracdo de
equacdes de primeira ordem, onde entdo iremos comparar as solugdes numeéricas com as analiticas.
Esse capitulo termina com a discussdo quando se torna necessario converter equactes diferenciais
de ordem superiores para equagdes de primeira ordem.

12.1  EquacOes Diferenciais Ordinarias de Primeira Ordem

A equacdo diferencial de primeira ordem (ODE) é uma equacdo que pode ser escrita na
seguinte forma:

y' =dy=d(x)y)
dx

onde x é avariavel independente.

A solucdo da egquacdo diferencial de primeira ordem (ODE) € a funcdo y = f(x), ta que f
"(X) = g(x,y). O célculo da solugdo envolve a integracdo dey ' para obter y. A solucdo de uma
equacdo diferencial é geramente uma familia de funcBes. A condigcdo inicial é usuamente
necessaria na ordem para especificar uma unica solucdo. A seguir seréo representadas algumas
solucdes analiticas para equacdes diferenciais ordinérias.

Enquanto que as solucfes analiticas para as equactes diferenciais sdo preferenciais, muitas
vezes requerem solugBes muito complicadas. Para esses casos, uma técnica numérica se torna
necess&ria. As técnicas numéricas mais comuns para resolver equacdes diferenciais ordinérias, sdo
0 método de Euler e o método de Runge-K utta.

Tanto o método de Euler quanto o método de Runge-Kutta aproximam afungado utilizando-
se da expansdo em série de Taylor.

Lembrando que a série de Taylor € uma expansdo que pode ser usada para aproximar uma
funcdo cujas derivadas sdo definidas no intervalo contendo ae b. A expansdo por série de Taylor
paraf(b) &

f(b) =f(a) + (b-a) f ' (&) + (0-a)2f " (@) + ... + (b- 8" f(N)(a) + ...
2!

Para as equacgoes diferenciais de primeira ordem a serie de Taylor se torna:

f(b) » f(a) + (b- a) f ' (a)
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Para as equagoes diferenciais de segunda ordem:

f(b) » f(a) + (b-a) f'(a) + (b-a)’f "' (a)
2!
E, assm por diante.

12.2 Método de Runge - Kutta

Os métodos mais populares para a integracdo da equacao diferencial de primeira ordem sdo
os métodos de Runge - Kutta. Esses métodos de aproximacado de uma funcéo se usam da expansao
por série de Taylor. Desta forma, 0 método de Runge - Kutta de primeira ordem se utiliza da
expansdo de Taylor de primeira ordem, o método de Runge - Kutta de segunda ordem se utiliza da
expansdo de Taylor de segunda ordem, e, assim por diante. Lembrando que o método de Euler é
equivalente ao método de Runge - Kutta de primeira ordem.

M étodo de Euler
yb=ya+ (b-a)ya

Esta equacéo estima o valor da fun¢éo yb usando uma reta tangente a funcéo no ponto a,
conforme mostrado nafigura abaixo:

vh
WA

A 1]
A equacdo diferencial € usadapara calcular o vaor deya'.

Tendo estimado o valor da fungéo yb no ponto b, podemos estimar o préximo valor da
funcéo yc, usando:

yc=yb+(b-ayb

Essa equacdo utilizara a tangente no ponto b para estimar o valor da funcéo no ponto c, yc,
como € mostrado na figura a seguir:

Cap. 12 — Equagdes Diferenciais Ordinérias 130



:/-\<€ Iee/ Curso deMATLAB

E preciso partir de uma condic&o inicial para dar inicio ao processo de estimativa de outros
pontos da fungdo f(x).

Comando ode

O MATLAB contém dois comandos para calcular solugdes numéricas para equactes
diferenciais ordinérias. 0ode23 e ode45; o comando 0de23 usa 0 método de Runge - Kutta para
equacdes diferenciais de segunda e terceira ordem; o comando ode45 usa o método de Runge -
Kutta para equacdes diferenciais de quarta e quinta ordem. Os comandos 0de23 e ode45 possuem
0S mesmos tipos de argumentos.

A forma mais simples do comando ode23 requer quatro argumentos. O primeiro
argumento € o nome da fungdo, definida no MATLAB, que retorna o valor da equacéo diferencial
y' = g(X,y) quando é fornecido valor parax ey. O segundo e o terceiro argumentos representam o0s
limites no intervalo no qual nd desgjamos calcular o valor da funcdo y = f(x). O quarto argumento
contém a condicdo inicial necessaria para determinar a Unica solucéo para a equacdo diferencia
ordindria. NOs assumimos que esse argumento representa o valor da fungdo dentro do intervalo
considerado. O comando ode23 possui duas saidas. um conjunto de coordenadas X €, um conjunto
de coordenadas y correspondentes, 0s quais representam os pontos da funcéo y = f(x).

No MATLAB, primeiro temos que definir a fun¢éo a qual desgjamos avaliar as equagtes
diferenciais, assumindo valores escalares de entrada parax ey.
Exemplo 1

Resolver aequacdo y’ = gl(x,y) = 3x® no intervalo [2,4], assumindo como condic&o inicial
f(2) = 0,5.

Solugo analitica y = x* - 7.5

Solucdo no MATLAB:

function dy=g1(x,y)
dy=3*x"2;
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[X,num_y] = ode23(‘gl’,2,4,0.5)
anl_y"=x"3-75;
subplot(211),plot(x,num_y,x,anl_y,’0");
title(* Solucéo do Exemplo 1');

xlabel(* X");

ylabel('y = f(x)');

grid;

O gréfico obtido contera a comparacao entre a solucdo numérica e a solucéo analitica.

Exemplo 2

Resolver a equagdo y' = g2(x,y) = 2xcos’y no intervalo [0,2], assumindo como
condi¢do inicial f(0) = p/4.

Solugdo andlitica: y = tan™ (x* + 1)
Solucdo no MATLAB:

function dy=g2(x,y)

dy=2*x*cos(y)"2;

[X,num_y] = 0ode23(*g2’,0,2,pi/4)

anl_y = atan(x*x+1);
subplot(211),plot(x,num_y,x,anl_y,’0");
title(* Solucdo do Exemplo 2');

xlabel(* X");

ylabel('y = f(x)");

grid;

O numero de pontos calculados para a funcdo y = f(x) pelo comando ode23 ou oded5 é
determinado pelo MATLAB.

Os comandos ode23 e oded5 podem também ser usados com dois parametros adicionais.
O quinto parédmetro pode ser usado para especificar a tolerncia que estara relacionada com o
tamanho do passo. O vaor default para a toleréncia é de 0.001 para o ode23 e 0.000001 para o
oded5. O sexto parametro pode ser usado para requerer que a funcdo escreva na tela
imediatamente os resultados chamado traco. O valor default é zero, especificando nenhum traco
para os resultados.
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Exercicios para praticar!

1. Sejaaequacdo:
y' =galxy) =-y

a) Assumindo como condic¢do inicia f(0) = -3.0, resolva, no MATLAB, essa equacdo
diferencia no intervalo de [0,2] e plote o gréfico com os valores correspondentes de y.
b) Sendoy = -3 ex , a solucdo anadlitica para esta equacéo, faca um novo gréafico que
compare a solucdo analitica com a numérica

Problema Aplicado: Aceleracdo de uma turbina UDF numa aeronave

Uma avancada turbina chamada de ventilador ndo canalizado (UDF) é uma das novas
tecnologias mais promissoras gque tem sido desenvolvida para o futuro transporte de aeronaves.
Turbinas, que tém sido usadas por décadas, combinam o poder e a confiabilidade dos motores a jato
com a eficiéncia dos propulsores. Eles constituem uma importante melhoria dos antigos
propulsores movidos a pistéo. Suas aplicacbes tém sido limitadas a pequenas aeronaves do tipo
comutador, isto porque eles ndo sdo tao répidos, nem poderosos quanto as turbinas usadas em
grandes aeronaves. Esse tipo de turbina(UDF) implica em avangos significantes na tecnologia de
propulsdo. Novos materiais, aerodinamica e velocidades de alta rotagdo habilitam esta turbina a
voar téo rgpido quanto as turbinas a jato, e com grande aproveitamento de combustivel. A UDF é
também menos barulhenta que o sistema convencional de turbinas.

Durante um teste de v6o de uma turbina UDF de uma aeronave, 0 motor € levado para um
nivel de 40 Newton, o que significa os 20 Kg da aeronave tendo alcangado uma vel ocidade de 180
m/s. Asvalvulas de regulacéo do motor sdo entdo levadas para atingir um nivel de 60 Newtons, e a
aeronave comega a acelerar.

A equacdo diferencia que determina a aceleracdo da aeronave €

a=T - 0,000062 v*
m

onde:

a=dv
dt

T = nivel atingido em Newtons
m = massa em kg
v = velocidade em m/s
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Escreva no MATLAB um programa para determinar a nova velocidade depois de uma
mudanca no nivel do motor através do gréfico da solucéo para a equacdo diferencial.

Método para a resolucéo do problema

1. OPROBLEMA EM SI

Calcular a nova velocidade atingida pela aeronave depois de uma mudancga no nivel do motor.

2. DESCRICAO DA ENTRADA E DA SAIDA

Como entrada nés temos a equacdo diferencia que define a acel eracdo da aeronave.

Como saida, nds desgjamos o grafico da velocidade e da aceleracéo.

i)

aal

velocidade

aceleracio

Diagrama de entrada & zaida

3. SOLUCAO NO MATLAB

Podemos usar o comando ode23 para avaliar a nossa equacdo diferencial. A solugdo dessa
equacdo diferencial nos fornecera valores de velocidade, os quais poderéo ser usados para
determinar os valores da aceleracdo. NOs podemos entdo tracar ambos os gréficos de vel ocidade
e aceleragdo num intervalo de 4 minutos para observar suas mudancas. A velocidade devera
aumentar e entdo estabilizar num novo valor, enquanto que a aceleracdo devera diminuir até

chegar a zero.

4. PROGRAMA
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12.3  Equac0es Diferenciais Ordinarias de Ordens Superiores

EquacOes diferenciais de ordens superiores podem ser escritas como um sistema
congtituido por um conjunto de equactes diferenciais de primeira ordem usando a mudanca de
variaveis.

Exemplo 3

Vamos considerar uma equagao diferencia linear de segunda ordem:

Y'=gxyy) =y @L-y) -y

Primeiro vamos definir duas novas funcdes:

w(x) =y’
Ua(x) =y

NOs entdo obtemos esse sistema de um conjunto de equacdes diferenciais de primeira
ordem:

u’ =y =g(X, Uz, W) = tg(1- W) - wp
U’ =W

O sistema contendo as equacdes diferenciais de primeira ordem pode ser resolvido pelo
MATLAB através do comando ode. Entretanto, a funcdo que é usada para avaliar a equacéo
diferencia deve calcular os valores das equacOes diferenciais de primeira ordem em um vetor. A
condicdo inicial devera também ser um vetor contendo uma condicdo inicial para cada equacdo
diferencial de primeiraordem: y*,y™ ..., y'y.

Para resolver as equacdes desenvolvidas no exemplo anterior, primeiro temos que definir a
funcéo para calcular os valores das equacOes diferenciais de primeira ordem:

function u_primo = egns2(x,u)
u_primo(1) = u(1)*(1 - u(2"2 - u(2);
u_primo(2) = u(l);

Entéo, para resolver o sistema de equagdes diferenciais de primeira ordem no intervalo
[0,20] usando as condi¢des iniciaisy’ (0) = 0.0 e y(0) = 0.25, podemos seguir 0s seguintes passos.
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inicial = [0 0.25];

[X,num_x] = ode23(‘ egns2’,0,20,inicid);
subplot(211), plot(x,num_y(:,1))

title(* Primeira Derivada de y’);
xlabel(*x’);grid;

subplot(212), plot(x,num_y(:,2))
title('y’);

xlabel(*x");grid;
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Capitulo 13 - Decomposicdo e Fatorizacao de M atrizes

Este capitulo contém algumas das mais avancadas caracteristicas de matrizes que sdo
utilizadas na resolucéo de certos tipos de problemas de engenharia. O primeiro topico, autovalores e
autovetores, aparece em inimeras aplicagdes. Depois de definir autovalores e autovetores e ilustrar
suas propriedades com um exemplo simples, a funcédo eig € apresentada para computacdo usando
ambas. Uma aplicacdo que € utilizada para demostrar como autovalores e autovetores sao utilizados
para andisar a performance de algoritmos de adaptadores para reducdo de ruidos. O resto do
capitulo continua com decomposi¢éo e fatorizacdo que podem ser aplicados paraamatriz A.

13.1 Autovalores e Autovetores

Assuma que A € uma metriz quadrada n x n. Segja X um vetor de uma coluna e “n” linhas e
sgjal um escalar. Considere a seguinte equacao:

AX = I X (13.1)

Ambos os lados dessa equacdo sdo iguais com uma coluna de vetores com n linhas. Se X é
completada com zeros, entdo esta equacdo € verdadeira para algum valor de |, mas esta é uma
solucdo trivial.

Osvaoresde | paraque X ndo sgja completado com zeros séo descritos pelos autovalores
damatriz A, e os valores correspondentes de X sdo descritos pelos autovetores damatriz A.

A equacdo (13.1) pode ser utilizada para determinar a seguinte equacao:
(A-11)X=0 (132

onde | é uma matriz identidade de n x n elementos. Esta equacdo representa um conjunto de
equacbes homogéneas enquanto o lado direito da equacdo for igual a zero. Este conjunto de
equacdes homogéneas possui solucbes que ndo sdo triviais. A solucdo sO € triviad quando o
determinante for igual a zero.

det (A-11)=0 (13.3)

A equacdo (13.3) representa uma equacao que € referida a equacdo caracteristica da matriz
A. A solucdo desta equacdo € obtida com os autovalores da matriz A.

Em muitas aplicacBes, é desejavel selecionar os autovetores como tal QQ' = I, onde Q é
uma matriz cujas colunas sdo o0s autovetores. Este conjunto de autovetores representa um conjunto
ortogonal, enquanto significa que ambos sdo normalizados e que eles s&o mutuamente ortogonais.
(Um conjunto de vetores é ortonormal se o produto de vetores for igua a unidade, e o produto de
um vetor com outro for zero.)
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Parailustrar estas relagcdes entre amatriz A e estes autovalores e autovetores consideremos a
matriz A :

_ €50 0250
.25 0.508

Os autovalores podem ser obtidos usando a equacéo caracteristica:

det(A-1 1)=det £>°1 0250
€& 025 05-1§
=1%-1 +0.1875

=0
Esta equacdo pode ser facilmente resolvida usando equacdo quadrética e obtemos | , = 0.25
el 1=0.75. (Se amatriz A tiver mais de 2 linhas e 2 colunas, determinar os auto- valores na méo
pode se tornar uma formidavel tarefa) Os autovalores podem ser determinados utilizando os
autoval ores da equagao (13.2), usando o valor 0,25:
ou

€05-025 025 0éx, 0 _ U

A

€ 025 05-0250&,9 " &l
€0.25 0.250éx,0 _ €U
€025 0.258&,0 oY

Mas este par de equactes nos da a seguinte equacao:
X1=- Xz

Portanto, existem uma infinidade de autovetores que podem ser associados com o autovalor
0.25. Alguns desses autovetores sdo demonstrados agora:

Similarmente, pode se obter os autovetores de autovalor 0.75, que possui a seguinte relacéo:

X1 = Xo
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De novo obtemos uma infinidade de autovetores, como:

a50 650 60210
€ €
&5i &51 &024

Para determinar um conjunto ortonormal de autovetores para um exemplo simples
precisamos lembrar de como selecionar os autovetores, como QQ' = |. Portanto consideremos o
seguinte:

_él oy

R
Resolvendo o conjunto de equagdes obtemos:
cZ=c; =05

Entdo c; = ¢; = 0.707 ou —0.707. Assim eles possuem Vé&ias variaches para 0S mesmos

valores, que podem ser utilizados para determinar o conjunto ortonormal de autovetores. NGOs
escolhemos o seguinte:

0 EUN2 1420
eVV2 YV2g

Os célculos para se obter os autovalores de um conjunto associado de autovetores
ortonormais podem ser relativamente simples para uma matriz 2x2. Entretanto € evidente que fica
muito dificil se aumentarmos o tamanho da matriz.

A funcdo eig possui um argumento da matriz A. Esta fungdo pode ser usada para retornar
um vetor coluna que contenha apenas autoval ores, como:

lambda = eig (A)
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A funcdo pode também ser usada para executar uma tarefa dupla. Neste caso para
retornarmos duas matrizes quadradas: uma contém autovetores (X) como coluna e a outra contém
autovalores (I ) nadiagonal:

[Q.d] = eig (A)
OsvaloresdeQ edsiiocomoQQ' =1 e AQ=Qd.
N6s podemos ilustrar a funcéo eig com um exemplo:

A =[0.50, 0.25; 0.25, 0.50]
[Q.d] = eig (A)

Osvalores de Q e d sdo obtidos:

€Nz Yy
Y2 1424

_€é0.25 0.00y
.00 0754

Q:

Podemos facilmente verificar que QQ' =1 e AQ = Qd.

Pratique!

Consideremos a matriz A:

o

BoP R
N OO W
BN

[a oy ey eny enld

Use 0 MATLAB pararesponder as questdes:

Determinel 1, | 2, | 3, 0strés autovalores de A

Determine um conjunto ortonormal de autovetores, X1, Xz, X3
Verifique sedet(AX - | 1) = 0 para os autoval ores obtidos
Demonstre que AQ = Qd

O E

Cap. 13 — Decomposicéo e Fatorizagdo de Matrizes 140



:\4( Iee/ CursodeMATLAB

Aplicacdo em Solucéo de Problemas: Adaptador p/ Reducéo de Ruido

Este equipamento é utilizado para reduzir o efeito de interferéncia de ruidos em um sinal.
Por exemplo, um microfone que € utilizado para gravar sinais de voz de um grande auditorio. Outro
microfone é usado na parte de trés do auditério para colher principalmente os sinais de ruido.
Através das técnicas para cancelamento de ruidos, as caracteristicas do sina de ruido podem ser
determinadas usando o sinal de dois microfones. Os adaptadores sdo utilizados para reduzir o ruido
oriundo da parte de trés do auditério, para poderem ser transmitidos para a sala de controle. Este
processo resulta num sinal limpo e uma melhor comunicacéo .

Os agoritmos para os adaptadores estdo acima do nivel deste texto, mas a performance e a
velocidade do algoritmo dependem das caracteristicas dos sinais de entrada. Estas caracteristicas
determinam a superficie multidimensional quadrética para que obtenhamos um valor minimo. Este
minimo € determinado gjustando o algoritmo para um ponto de partida para um Unico minimo. Se a
superficie quadrética tem um contorno circular o algoritmo néo é necess&rio. A matriz R pode ser
computada a partir dos sinais de entrada, e os autovalores da matriz R irédo determinar o tipo de
superficie de contorno a ser utilizada. Se os autovalores forem iguais, a superficie € circular. Quanto
maior a variacdo dos autovalores, mais eliptica sera a superficie. Os autovetores representam o eixo
principal da superficie. Portanto para determinar a velocidade e a performance do agoritmo do
adaptador com certeza do tipo de dados e para analisar a superficie, nés precisamos determinar os
autovalores e autovetores da matriz R.

Escreva um programa para ler os valores da matriz com o nome dataR.mat, e depois calcule
0s autovalores e autovetores.

1. DESCRICAO DO PROBLEMA
Calcule os autoval ores e autovetores de uma matriz.

2. DESCRI (;AO DOS DADOS DE ENTRADA E SAIDA
A entrada € o arquivo dataR.mat e a saida S0 0s autoval ores e autovetores da matriz.

3. EXEMPLO MANUAL
Assumamos que a matriz de entrada sgja:

_é50 0.250
.25 0504

Como no exemplo que tratamos anteriormente sabemos que os autovalores séo 0.25 e 0.75. Os
autovetores sao:
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Como os autovalores ndo sdo iguais, sabemos que a superficie quadrdtica ndo possui um
contorno circular e que a performance do adaptador sera lenta e menos precisa.

4. SOLUCAOMATLAB
Neste programa usaremos um loop paraimprimir os autoval ores e autovetores.

load dataR;
[Q.d] = eig (R)
[m,n] = size(R)
fork=1: m

fprintf (* Autovalor %4.0f = %7.2f \n’, k, d (k, k) );
disp (‘Autovetor correspondente’)

disp (Q(:,K) )

end
5. TESTANDO
A saida do programa ser&:

Autovalor 1 = 0.25
Autovetor correspondente
0.7071 -0.7071

Autovalor 2 = 0.75
Autovetor correspondente
0.7071 0.7071

Este exemplo € um exemplo simples ao tratar de cancelamento de sinais, pois quando se
filtra os sinais usados em comunicacdo com satélites, a matriz R possui milhares de linhas e
colunas.
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13.2 DECOMPOSICAO e FATORIZACAO

Nesta secdo iremos apresentar trés tipos de decomposicdo e fatorizagdo de matrizes que
podem ser utilizados para a solucdo de problemas que contenham matrizes. Algumas dessas
técnicas decompde a matriz em um produto de outras matrizes. O uso do produto fatorial reduz o
nimero de calculos necessarios para a computacdo de muitas matrizes. Muitas técnicas numéricas
que utilizam matrizes, as convertem em forma de decomposi¢éo e fatorizagéo.

Fatorizacdo Triangular

A fatorizagdo triangular expressa uma matriz quadrada como um produto de duas matrizes
triangulares — uma matriz inferior superior e uma matriz triangular superior. Esta fatorizacdo é
conhecida como fatorizagdo LU (lower-upper).

Esta fatorizacdo € muito usada para simplificar matrizes computacionais. Este € um dos
passos para se determinar 0 determinante de uma matriz muito grande, como também a matriz
inversa e para a solucéo de equaces lineares simultaness.

A fatorizagdo pode ser realizada comegando com uma matriz quadrada e uma matriz
identidade de mesmo tamanho. Operacdes de linhas e colunas sdo realizadas na matriz A para
reduzi-la a forma triangular superior; as mesmas operagoes sdo realizadas na matriz identidade para
transforméla na forma triangular inferior.

Parailustrar pegamos as matrizes A e B:

él 2 -1u él 3 24
_é a _é a
A—A2 -5 3@ B—é-2 -6 1@
él -3 0§ g2 5 7¢

Usando afatorizacéo LU obtemos:
05 0 ué2 -6 1lu

uaé a
0 oqéo -1 8@
1 0ggo 0 25§

505 1 00é2 -5 34§

Geé ( _
1 00550 -05 05; B-=
05 1 1§80 0 - 2§

¢
e
A= gl
g-1

a rD> rD> o}

A funcdo lu do MATLAB executa esta fatorizacdo, e € especificada da seguinte forma:
[LU]l=1lu(A);

O fator inferior é colocado namatriz L e o superior na matriz U. O produto de L e U éigual
aA. Vegao exemplo:

A=[12-1-2-53-1,30];
[LAJUA] =Ilu(A);
B=[13,2-2-61,257];
[LB,UB] =lu(B);
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Como resultado obtemos:

&05 1 0f &2 -5 3y
_é G _é ¥
LA=g 1 0 0 UA=g0 -05 05
g05 1 1§ g0 0 -2§
&05 0 1y &2 -6 14
_é ( _é v
LB=g1 0 0 UB=g0 -1 8
-1 1 Of B0 0 25§

E facilmente verificavel que: A = (LA)(UA) e B = (LB)(UB).

Fatorizacdo QR

Esta técnica de fatorizacdo € feita a partir do produto de uma matriz ortonormal e de uma
matriz triangular superior. (Lembrando que uma matriz é ortonorma quando QQ'=1). N&o é
necessario que amatriz A sgja quadrada.

A menor solugdo para um sistema indeterminado AX=B é a solu¢do de um sistema
quadrado RX=Q'B.

A funcdo gr do MATLAB executa esta fatorizacao, e é especificada da seguinte forma:

[QR]=ar (A)

Paraumamatriz A m x n, tamanhode Q én x n,eotamanhodeRém x n.

Decomposicéo de valor singular

O SVD (singular value decomposition) € um outro método para a fatorizacdo de matrizes
ortogonais. Esta € a decomposicdo mais confiavel, mas isto pode requerer dez vezes mais tempo
gue afatorizacdo QR. A decomposi¢cdo SV D decompdes a matriz num produto dos fatores de outras
trés matrizes:. A= USV ,onde U e V sdo matrizes ortogonais e S é diagonal. Os valores da matriz
diagonal sdo chamados de valores singulares e por isso a decomposicdo recebe este nome. O
nimero de valores singulares diferentes de zero € igual ao rank da matriz.

A funcdo svd do MATLAB executa esta fatorizacdo, e é especificada da seguinte forma:

[U,SV] = svd (A)
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Sumario MATLAB

eig calcula os autoval ores e autovetores de uma matriz
lu calcula a decomposicdo LU de uma matriz

or calcula a decomposicdo ortonormal de uma matriz
svd calcula a decomposicdo SVD de uma matriz
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Capitulo 14 — Processamento de Sinais

Este capitulo discute algumas fungdes que sdo relacionadas a processamento de sinais.
Essas fungdes foram divididas em quatro categorias. andlise do dominio da frequiéncia e dominio do
tempo, andlise de filtros, implementacéo de filtros e projeto de filtros.

Embora este capitulo discuta tanto a andlise do processamento de sinais analdgicos e digitais
sera dada maior énfase no processamento de sinais digitais ou DSP.

14.1 Anélise no Dominio da Freqiiéncia

Recordemos que o sinal analdgico é uma funcdo continua (f(t)) que representa uma
informag&o, como por exemplo, um sina de voz, o sina da pressdo sanglinea e sinais sismicos.
Para 0 processamento de sinais por um computador, o sinal analégico precisa ser amostrado num
periodo de T segundos, gerando assim, um sinal digital com uma seqiiéncia de valores derivados do
sina analégico original. Representamos o sinal digital como um sinal continuo com a seguinte
notacao:

f=f(kT)
O sinal digital € uma sequiéncia de amostragens representadas por: [ f ]

O tempo que normalmente se escolhe para comegar a amostragem e 0 zero e assim 0
primeiro intervalo de amostragem € f o. Entdo se o sinal é amostrado com uma freqiiéncia de 100
Hz, os primeiros trés valores correspondentes ao sinal anal 6gico sdo:

fo=f(0T)=f(00)
fo=f(1T)=f(0.01)
fo=f(2T)=f(0.02)

Estamos acostumados a ver os sinais digitais derivados de anal 6gicos como uma sequiéncia
de pontos, mas quando nds plotamos um sina digital os pontos sdo conectados por segmentos de
linha. Utilizamos 0 eixo Y pararepresentar [ f ] ou f (kT), que é o sina digital.

Os indices do MATLAB comegam sempre com 1, como x(1), x(2) e assim por diante.
Entretanto os indices para processamento de sinais utilizados sGo sempre valores negativos, como h
2, h_1,hoeassm por diante. E importante que as equacdes sgjam escritas na mesma forma para
gue o usuario ndo se confunda.

Os sinais podem ser analisados de suas formas — dominio do tempo e dominio da
freqiéncia. O dominio do tempo é representado por valores reais e 0 dominio da frequiéncia por
valores complexos, que por suavez, podem ser representados por sendides, que compdem o sinal.
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A transformada discreta de Fourier (DFT) é usada para converter um sina digital no
dominio do tempo em um conjunto de pontos no dominio da frequiéncia. A entrada da transformada
€ um conjunto de N valores de tempo [ f « ] : 0 agoritmo é calculado como um conjunto de valores
complexos [F ] que representam a informagdo no dominio da fregliéncia.

O dgoritmo da transformada utiliza um numero de cdlculos muito grande, por isso
utilizamos a Transformada de Fourier, que também converte o sinal no tempo para 0 dominio da
frequéncia.

A funcdo fft do MATLAB calcula a transformada de Fourier. Esta funcdo pode ser usada
para uma ou duas entradas. Se entrarmos com um sinal ssmples no dominio do tempo obteremos
como resposta um sinal contendo nimeros complexos, que representam o dominio da freqliéncia.

Se 0 nimero de valores no dominio do tempo for igual a poténcia de 2, usaremos o método
da transformada de Fourier. Se ndo, usaremos 0 método DFT.

Os vaores no dominio da fregiiéncia gerados pela funcdo fft correspondem a uma
frequiéncia de separacdo de I/NT Hz, onde N é o nimero de amostras e T o periodo da fungdo. Seja
N=32, T=0.001, os valores de freguiéncia mostrados seréo 0 Hz, 1/0.032Hz e 2/0.032 Hz e assim
por diante.

Consideremos 0 seguinte exemplo:

N = 64;

T =1/128;

k=0:N-1;

f = sin(2*pi*20*k*T);

F = fft(f);

magF = abs (F);

plot (k, magF), title (‘Magnitude de F(k)"),...
xlabel (‘K’), ylabel (‘| F ( k)[),grid

Magnitude de F{k)
5 T T

e o
e o

R S S o e

[F ik

e B e e o | S

S

0 10 20 30 40 50 60 70

Figura 1 — Magnitude de Fk
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Neste grafico podemos notar a simetria gerada pela periodicidade da FFT; e da onda
senoidal.
Podemos plotar também a magnitude de F« pela freqiiéncia em hertz(Hz).

hertz = k*(1/(N*T));
plot(hertz(1:N/2),magF(1:N/2)),...
title(‘Magnitude de F(k)"),...

xlabel (‘Hz’), ylabel (‘| F ( k)[),grid

Magnitude de Fik)
35 T T T T T :

-------------------------------------------------------

——————————————————————————————————————————————————————

--------------------------------------------------------

1] 10 20 an 40 50 B0 70
Hz
Figura 2 — Magnitude de Fk em hertz

A funcdo ifft faz a transformada inversa de Fourier, ou sgja, calcula o dominio do tempo [ f
k ] apartir de valores complexos|[ Fx ].
O método FFT é uma ferramenta poderosa quando se trabalha com sinais digitais. Nossa
discussdo foi focada na magnitude de Fx , mas também é muito importante obtermos a fase de Fk.

Pratique!

Gere 128 pontos para 0s seguintes sinais. Plote o sinal ho dominio do tempo. Usando o
método da transformada de Fourier gere e plote o sinal no dominio da freqliéncia. Use a escala de
Hz no eixo X. Assuma a taxa de amostragem de 1KHz. Verifique se 0os picos ocorrem onde era
esperado para o dominio da frequiéncia.

fx =2 9n(2p50kT)

g k = cos(250pkT) - sin(200pkT)
h x =5 - cos(1000kT)

My = 4 Sin(250pkT - p/4)

HpowbhE
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14.2 Andlise de Filtros

A funcdo de transferéncia de um sistema analdgico € descrita como H(s) e de um sistema
digital como H(z). Estas fungdes de transferéncias descrevem o efeito do sistema a um sinal de
entrada, etambém o efeito de filtragem do sistema.

Como a funcéo de transferéncia de um filtro define o efeito do filtro em termos de
fregiiéncia, podemos usar esta funcdo de transferéncia para descrever uma faixa de freqiiéncia. Por
exemplo, um filtro passa baixa ir& deixar passar todas as freqiiéncias abaixo da freqiéncia de corte
estabelecida. O passa banda ira deixar passar a banda de freqiiéncia especificada. E o corta banda
iraremover a banda de frequiéncia especificada.

Podemos definir a atuacdo dos filtros em 3 regides basicas: banda de passagem, banda de
transicdo e banda de corte. Estas regides sdo definidas pela freqiiéncia de corte w, e pela freqiéncia
dergeicao w,.

Como uma funcdo de transferéncia é uma funcdo complexa, a andlise dos filtros incluem
gréficos de magnitude e fase. Para isso utilizam-se as fungbes abs, angle e unwrap.
Adicionalmente, as funcdes freqs e freqz podem ser usadas para se achar os valores das fungdes
H(s) e H(z) como nos exemplos a seguir.

Funcéo de Transfer éncia Analogica

Um filtro anal égico é definido pela funcéo de transferéncia H(s) onde s = jw. Naforma geral
afuncéo de transferéncia H(s) é a seguinte:

H(9 = B(s) (14.1)
A(s)

= bos"+bys™ +bs™?+... +b,
aps"+as™+as™+ .. +a,

Esta funcéo de transferéncia corresponde a ordem n dos filtros anal égicos.

_ 0.5279
H(S) ~ 2
s° +1.0275s+0.5279
SZ
H(s) =—
s°+0.1117s+ 0.0062
1.05s
H(s) =—
s +1.05s+0.447
2
H(s) = s°+ 2.2359

&2 +2.3511s+ 2.2359
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A funcdo fregs calcula os valores de uma funcéo complexa H(s), usando 3 argumentos de
entrada. O primeiro é um vetor contendo os coeficientes do polinémio B(s) da Equacéo 14.1; o
segundo é um vetor contendo os coeficientes do polinémio A(s); e o terceiro € um vetor com o valor
da freqiiéncia em ‘rps. Em geral, colocamos o alcance da fregiiéncia para comegar no zero e
incluimos todos os parametros do filtro.
Programa:

W1 = 0:0.05:5.0;

B1 =[0.5279];

Al =11,1.0275,0.5279];
H1ls = freqs(B1,A1,W1);

W2 =0:0.001:0.3;

B2 =[1,0,0];

A2 =[1,0.1117,0.0062];
H2s = freqs(B2,A2,W2);

W3 =0:0.01:10;

B3 =[1.05,0];

A3 = [1,1.05,0.447];
H3s = freqs(B3,A3,W3);

W4 = 0:0.005:5;

B4 =[1,0,2.2359];

A4 =[1,2.3511,2.2359];

H4s = freqs(B4,A4,W4);

clg

subplot (221),plot(W1,abs(h1s)),title(‘Filtro H1(s)’),...
xlabel (‘w,rps’), y;label(*Magnitude’), grid

subplot (222),plot(W2,abs(h2s)),title(‘Filtro H2(s)’),...
xlabel (‘w,rps’), y;label(*Magnitude’), grid

subplot (223),plot(W3,abs(h3s)),title(‘Filtro H3(s)),...
xlabel (‘w,rps’), y;label(*Magnitude’), grid

subplot (224),plot(W4,abs(h4s)),title(‘Filtro H4(s)),...
xlabel (‘w,rps’), y;label(*Magnitude’), grid

A fase de um filtro pode ser obtida utilizando-se a funcéo able ou a unwrap. Como afase
de um nimero complexo € um angulo em radianos, o0 angulo esta restrito ao intervalo 2p. Esta
funcdo, utiliza o intervalo de -p a p e quando estes limites sdo ultrapassados é gerada uma
descontinuidade.

A funcdo unwrap remove as descontinuidades quando introduzimos a funcdo angle.
Como no exemplo: unwrap(angle(H)).
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Funcéo de Transferéncia Digital

A funcdo de transferéncia digital é definida por H(z) onde z = e ™. Na forma geral a funcéo
de transferéncia H(z) € a seguinte:

H(2) = B(2) (14.2)
A(2)

H(s)=bo+biz'+bz?+.. . +byz"
agtazt+tapz?+..+taz "

Esta funcéo de transferéncia corresponde a ordem n dos filtros digitais.

0.2066 + 0.4131z* + 0.2066272
1-0.3695z™ +0.1958z 2

H,(2) =

0.894-1.789z" +0.894z°

H,(2) =
*) = 7787 + 07992
0.42-0.427°
H,(2) =
(2 = 0.4437" + 0.1597°
_ 0.5792+0.4425z* +0.5792z°
H4(Z) - 1 -2
1+0.4425z™ +0.1584z

Se o0 denominador da funcdo de transferénciafor igual a1, o filtro € um FIR(resposta finita
a0 impulso) e se for diferente de 1 o filtro € um |IR(resposta infinita ao impulso). Ambos sdo muito
utilizados no processamento de sinais digitais.

A funcdo freqz calcula os valores de uma fungcdo complexa H(z), usando 3 argumentos de
entrada. O primeiro € um vetor contendo os coeficientes do polindmio B(z) da Equacéo 14.2; o
segundo € um vetor contendo os coeficientes do polinbmio A(z); e o terceiro € para especificar o
nimero de valores de freqliéncias normalizadas que se quer no intervalo de 0 a p. Este nimero de
pontos define a resolucdo. Através deste gjuste da resolucdo podemos determinar os tipos de filtros
e as freqUiéncias criticas.
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Programa:

B1 =[0.2066,0.4131,0.2066];
Al =1[1,-0.3695,0.1958];
[H1z,w1T] = freqz(B1,A1,100);

B2 =[0.894,-1.789,0.894];
A2 =[1,-1.778,0.799];
[H2z,w2T] = freqz(B2,A2,100);

B3 =[0.42,0,-0.42];
A3 =[1,-0.443,0.159];
[H3z,w3T] = freqz(B3,A3,100);

B4 =[0.5792,0.4425,0.5792];

A4 =11,0.4425,0.1584];

[H41z,w1T] = freqz(B4,A4,100);

clg

subplot (221),plot(w1T,abs(H1z)),title(‘Fitro H1(z)),...
xlabel (‘w,rps’), y;label(*Magnitude’), grid

subplot (222),plot(w2T,abs(H2z)),title(‘Fitro H2(z)),...
xlabel (‘w,rps’), y;label(*Magnitude’), grid

subplot (223),plot(w3T,abs(H32)),title(‘Fitro H3(z)),...
xlabel (‘w,rps’), y;label(*Magnitude’), grid

subplot (224),plot(w4t,abs(H4z)),title(‘Fitro H4(z)"),...
xlabel (‘w,rps’), y;label(*Magnitude’), grid

A fase de um filtro digital pode ser plotada usando-se a fungdo angle ou a unwrap.

Pratique!

Para estas fungdes de transferéncia, plote a magnitude. Use freqiiéncia normalizada no eixo
X parafiltros digitais.

2

s
LHE=————
© 2 +4/25+1
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0.707z-0.707

2H= z-0.414

3.H(s) =-0.163-0.058z" +0.116z* + 0.2z + 0.1162* - 0.058z° - 0.163z°

5s+1

4 H(S) =—— —
© s> +04s+1

14.3 Implementagcdo de Filtros Digitais

Filtros anal6gicos sdo implementados com componentes eletrdnicos como resistores e
capacitores. Os filtros digitais sGo implementados por software. Os filtros digitais podem ser
representados por fungdes de transferéncia ou equacdes diferenciais.

A relacdo entre o sinal de entrada X , € 0 sina de saida y , é descrita pela equacéo

diferencial, que esta escrita naforma geral:

N, N,
_ 0 )
yn_ akan-k-aakyn-k

k=-N; k=1

Exemplos:
y, =0.04x,, +0.17x,, + 0.25x, 5, + 0.17x,_, +0.04x

y, =0.42x, -0.42x, , +0.44x ,-0.16x ,
y, =0.33x,,; +0.33x, +0.33x,,

As trés equactes diferenciais representam diferentes tipos de filtros. A saida do primeiro
depende somente dos valores anteriores do sinal de entrada. O segundo filtro requer valores néo
apenas de entrada mas também os valores anteriores da saida. O terceiro filtro depende apenas dos
valores de entrada. Porém os valores de entrada necessarios s80 0s posteriores e isso pode ser
problemético quando os dados sdo adquiridos em tempo real. Estes filtros sdo FIR porgque os
denominadores sdo iguaisa 1.

A funcéo filter do MATLAB assume a equacdo diferencia na seguinte forma:

N, N,
_ o o
Yn —a kan-k 'a A Y-«

k=0 k=1

gue corresponde a seguinte funcéo de transferéncia:
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H(z) =B(2)
A(2)

H(s=bot+tbzt+bz?+..+bz™"
ag+taz t+tamz?i+.. taz "

Os dois primeiros argumentos da funcéo filter sdo vetores com os coeficientes de [by] e de
[&]. O terceiro argumento é o sina de entrada.

Exemplol:

B =[0.0,0.04,0.17,0.25,0.17,0.04];
A=[1];
Y = filter(B,A,X);

Exemplo2:

B =[0.42,0.0,-0.42];
A =1[-0.44,0.16];;
Y = filter(B,A,X);

N6s podemos usar a funcéo filter para o terceiro filtro porque a equacdo néo esta ajustada
na forma gera usada pela funcéo. A terceira equagéo precisa comecar em k=0 e ndo em k= -1.
Neste caso implementamos o filtro utilizando um vetor aritmético. Assumindo um sinal de entrada
X constréi-se um vetor X, que pode calcular o sinad de saida correspondente usando a seguinte
forma

N = length(x);
y(1) = 0.33*x(1) + 0.33*x(2)
for n=2:N-1
y(n) = 0.33*x(n+1) + 0.33*x(n) + 0.33*x(n-1):
end
Y(N) = 0.33*x(N-1) + 0.33*x(N);

Uma outra forma é a seguinte:

N = length(x);

y(1) = 0.33*x(1) + 0.33*x(2);

y(2:N-1) = 0.33*x(3:N) + 0.33*x(2:N-1) + 0.33*x(1:N-2);
y(N) = 0.33*x(N-1) + 0.33*x(N);
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Pratique!

A seguinte funcdo de transferéncia foi projetada para deixar passar frequéncias entre
500Hz e 1500Hz, de um sinal de até 5KHz.

H(z)=_ 04272-042 .
7> —0.443z + 0.159

Use os seguintes sinais de entrada no filtro. Plote a entrada e a saida do filtro no mesmo
gréfico e determine o efeito do filtro no sinal de entrada.

Xk = Sin(2p1000KT)

Xk = 2 cos(2p100KT)
Xk = -sSin(2p2000kT)
Xk = €os(2p1600KkT)

HpwbhE

14.4 Projeto de Filtros Digitais
A discussdo sera separada em duas técnicas: uma parafiltros | IR e outra para filtros FIR.
Projeto de Filtros I IR usando protocolos anal 6gicos

O MATLAB possui quatro tipos de filtros digitais baseados em projetos de filtros
anal 6gicos. Os filtros Butterworth sdo usados como passa-banda e corta-banda, os filtros Chebyshev
Tipo | sdo usados com ripple na banda de passagem, os filtros Chebyshev Tipo Il sdo usados com
ripple na banda de corte. Os filtros elipticos possuem uma faixa de transicdo mais definida que o
filtro Butterworth com as mesmas especificagoes.

As fungdes para se projetar filtros IIR digitais que usam protocolos anal égicos possuem o
seguinte formato:

[B,A] = butter (N,Wn);

[B,A] = chebylbutter (N,Rp,Wn);
[B,A] = cheby2utter (N,Rs,Wn);
[B,A] = ellip (N,Rp,Rs,Wn);

O argumento de entrada representa a ordem do filtro (N), o ripple (Rs e Rp), e afreqiéncia
de corte normalizada (Wn). Os vetores de saida B e A sd0 os vetores da expressao geral para filtros
IR e podem ser utilizados para se achar a funcéo de transferéncia ou a equacéo diferencial.

Para se projetar filtros passa-banda os argumentos das fungbes sdo os mesmos do passa-baixa.
Entretanto o vetor Wn precisa conter 2 elementos que representam as freqiéncias normalizadas
especificadas da banda de freqtiéncia, como Wn(1) e Wn(2).
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Para se projetor filtros passa-alta, um parametro adicional com o nome ‘high’ precisa ser adicionado
e ficam assim as novas formas:

[B,A] = butter (N,Wn,’high’);

[B,A] = chebylbutter (N,Rp,Wn,’high’);
[B,A] = cheby2utter (N,Rs,Wn,’high’);
[B,A] = ellip (N,Rp,Rs,Wn,’high’);

Para se projetar filtros corta-banda, os argumentos séo os mesmos dos filtros passa-alta, mas com o
termo ‘stop’ ao invés de ‘high’. O argumento Wn precisa ser um vetor que contenha 2 valores
definem a banda de frequiéncia como Wn(1) e Wn(2) para serem rejeitadas.

Para ilustrar estas funcdes supomos que precisemos projetar um filtro passa-alta Chebyshev Tipo Il
de ordem 6. NGs queremos como limite de passabanda um ripple de 0,1 ou 20db. O filtro é para ser
usado para um sina de até 1KHz. A frequéncia de corte € de 300HZ e a freqliéncia normalizada é
de 300/500 ou 0.6. Os comandos para o projeto deste filtro e para plotar a magnitude caracteristica
S80 0s seguintes:

[B,A] = cheby2 (6,20,0.6,’high’);

[H,wT] = fregz (B,A,100);

T =0.001;

hertz = wT/(2*pi*T);

plot (hertz, abs(H)), title(‘Filtro Passaalta’),...
xlabel (‘Hz’), ylabel (‘Magnitude’),grid

Para aplicar neste filtro um sinal x basta usar a seguinte instrugéo:
Y = filter (B,A,X);
Projeto deum Filtro IR

O MATLAB possui uma fungdo para projetar filtros com o método Yule-Walker. Esta
técnica de projeto pode ser usada para projetar formas arbitrérias, possibilitando projetar respostas
freqUenciais multibandas.

O comando para projetar um filtro com esta funcéo € o seguinte:

[B,A] = yulewalk(n,f,m);

Os vetores de saida B e A contém os coeficientes de n ordem do filtro IIR. Os vetoresf em
especificam as caracteristicas freqUénciamagnitude do filtro. As freqléncias em f precisam
comecar em O, terminando em 1 e serem crescentes. A magnitude m precisa corresponder com a
freqiiéncia f, e representa a magnitude esperada para a frequéncia correspondente. O exemplo a
seguir nos mostra um projeto de um filtro com dois passabandas e que plota a magnitude de
resposta na frequiéncia normalizada.
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m=[00110011007;
f=[0.1.2.3.4.5.6.7.81];

[B,A] = yulewalk (12,f,m);

[H,wT] = freqz(B,A,100);

plot (f,m,wT/pi,abs (H)),...

title(‘Filtro IIR com dois passabandas’),...
xlabel (‘Frequéncia Normalizada’),...
ylabel (‘Magnitude’), grid

Projeto Direto deum Filtro FIR

Osfiltros FIR sdo projetados pelo MATLAB usando o método de Parks-McClellan que usa
o agoritmo de troca de Remez. Lembrando que os filtros FIR necessitam apenas do vetor B, pois o
denominador € igual a 1. Portanto a funcéo Remez cal cula apenas um Unico vetor, como mostrado a

seguir:
B = remez (n,f,m);

O primeiro argumento define a ordem do filtro, e os valores de f e m sdo similares ao da
técnica do filtro de Y ule-Walker.

O exemplo a seguir nos mostra um projeto de um filtro com dois passabandas e que plota a
magnitude de resposta na fregiiéncia normalizada.

m=[00110011007;
f=[0.1.2.3.4.5.6.7.81];

B = remez (50,f,m);

[H,wT] = freqz(B,[1],100);

plot (f,m,wT/pi,abs (H)),...

title(‘Filtro FIR com dois passabandas’),...
xlabel (‘Frequéncia Normalizada’),...
ylabel (‘Magnitude’), grid

Pratique!

Use as fungbes do MATLAB descritas nesta segdo para projetar os seguintes filtros. Plote a
magnitude do filtro projetado para confirmar se as caracteristicas estéo corretas.

1. Filtro IIR passabaixa com corte de 75Hz, onde usa-se uma freqiiéncia de até 500Hz.(Use um
filtro de ordem 5)

2. Filtro IIR passaalta com corte de 100Hz, onde usa-se uma freqiiéncia de até 1KHz.(Use um
filtro de ordem 6)

3. Filtro FIR passabaixa com corte de 75Hz, onde usa-se uma frequiiéncia de até 500Hz.(Use um
filtro de ordem 40)
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4. Filtro FIR passabanda com faixa de freguéncia entre 100Hz e 200Hz, onde usa-se uma
frequéncia de até 1KHz.(Use um filtro de ordem 80)

Aplicacdo na Solucdo de Problemas: Filtros para Separacao de Canais

Imagens coletadas de uma nave espacial ou de satélites que circundam aterra sdo enviadas
para a terra como um fluxo de dados. Estes fluxos de dados sdo convertidos em sinais digitais que
contém informacGes que podem ser recombinadas e assim reconstruir as imagens originals.
InformacBes coletadas por outros sensores também sdo transmitidas para a terra. A freqiiéncia do
sina de informagéo do sensor depende dos tipos de dados que estédo sendo medidos.

Técnicas de modulagdo podem ser usadas para mover o contelido da frequéncia para a
banda de fregiiéncia especificada. Desta forma o sinal pode conter sinais multiplos a0 mesmo
tempo. Por exemplo, supomos que queremos enviar 3 sinais em paralelo. O primeiro sina contém
componentes entre 0 e 100Hz, o segundo sinal contém componentes entre 500 e 1KHz, e o terceiro
contém componentes entre 2KHz e 5KHz.

O sina contendo estas trés componentes € de até 10KHz. Para separar estas trés
componentes precisamos de um filtro passabaixa com corte de 100HZ, um passabanda com faixa de
500Hz a 1KHz, e um passa alta com corte de 2KHz. A ordem dos filtros precisa ser suficientemente
grande para gerar um pequena banda de transicéo para que a componente de uma freqiéncia néo
contamine as outras componentes.

1. DESCRICAO DO PROBLEMA
Projete trés filtros para serem usados com um sinal de até 10KHz. Um filtro € um passabaixa
com corte de 100HZ, um passabanda com faixa de 500Hz a 1KHz, e um passa ata com corte
de 2KHz.

2. DESCRI (;AO DOS DADOS DE ENTRADA E SAIDA
N&o ha valores de entrada para este problema. Os valores de saida sdo coeficientes dos vetores
gue definem os trés filtros Hi(z), Ha(z) e H3(z), como nafigura a seguir:

filtre passabata

filtro passabanda
—

filtro passaalta
—

Figura4 — Diagramade 1/O
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3. EXEMPLO MANUAL
O espectro abaixo nos mostra a amostra de fregiiéncia com os trés sinais filtrados, Nés
usaremos os filtros Butterworth. Precisaremos experimentar vérias ordens para sabermos se as
bandas de transi¢cdo ndo irdo interferir uma nas outras.

| Hw)|

T 0.5 1 2 3
100H=

Figura 4 — Espectro de faixa dos filtros

4. SOLUCAO MATLAB
O seguinte programa MATLAB determina os valores da freqiéncia normalizada para as
freqUiéncias de corte pela funcéo butter. Depois de calculados os coeficientes para os filtros, nés
usamos a funcdo freqz para plotar as caracteristicas dos filtros. Lembrando que a funcéo freqz
normaliza as freqiéncias para valores entre 0 e p. N6s usamos Hz como unidade no eixo X, para

facilitar a visualizag8o das caracteristicas dos filtros projetados.

5. TESTANDO
As magnitudes dos trés filtros sGo mostradas no mesmo gréfico para podermos verificar se os
filtros n&o se sobrepdem.

Sumario MATLAB

butter
chebyl
cheby2
ellip

fft

filter
fregs
freqz
grpdelay
ifft
remez
unwrap
yulewalk

projeta um filtro digital Butterworth

projeta um filtro digital Chebyshev Tipo 1
projeta um filtro digital Chebyshev Tipo 2
projeta um filtro digital eiptico

calcula afreqiéncia de um sinal

aplicaum filtro digital em um sinal de entrada
calcula a freqiiéncia anal6gica
calculaafrequénciadigital

mede o grupo de retardo de um filtro digital
calcula ainversa da transformada de Fourier
projeta um filtro digital FIR

remove a descontinuidade 2p da fase angular
projeta um filtro digital IIR

Cap. 14 — Processamento de Sinais

159



:\-/« |ee/ Cursode MATLAB

PROBLEMAS:

1. Nés usaremos a soma de sendides de até 10KHz. O primeiro sina contém uma soma de
sendides com frequiéncias de 24Hz, 40 Hz e 75Hz. O segundo sina contém uma soma de
sendides com frequiéncias de 500Hz, 730 Hz e 850Hz. O terceiro sina contém uma soma
de sendides com fregiiéncias de 3500Hz, 4000 Hz e 4200Hz. Escolha as amplitudes e
fases para estas sendides. Plote 500 pontos parao sinal 1, 2 e 3 em diferentes gréficos.

2. Cdcule e plote a magnitude e a fase dos trés sinais do exercicio anterior. Use Hz como
unidade no eixo x .

3. Adicione trés tempos no sinal gerado no exercicio 1. Plote o0 sina e sua magnitude usando
0 Hz como unidade no eixo x.

4. Aplique um filtro passabaixa, um passabanda e um passaalta no sinal do problema 3 e plote
amagnitude da freqliéncia dos sinais de saida.

5. Para 0s seguintes filtros determine a banda de passagem, banda de transicdo e banda de
corte. Use 0.7 para determinar as frequéncias de corte e use 0.1 para determinar as
freqiiéncias de rejeicéo.

_ 0.5279
H(S) — o
s® +1.0275s+ 0.5279
SZ
H(s) =
s® +0.1117s+ 0.0062
_0.2066+0.4131z™ + 0.2066z >
H 1 (Z) - 1 2
1-0.3695z" + 0.19587
0.894-1.789z" + 0.894z°
H,(2) =

1-1.778z* +0.799z

6. Projete um filtro para remover freqiiéncias entre 500Hz e 1000Hz de um sinal de até
10KHz. Compare os resultados dos filtros eliptico e do filtro Y ule-Walker, ambos de
ordem 12. Plote a magnitude dos dois sinais.

7. Projete um filtro para remover frequiéncias entre 100Hz e 150Hz, e outro entre 500Hz e
600Hz de um sinal de até 2.5KHz. Compare os resultados usando FIR e |IR. Plote a
magnitude dos dois sinais
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Capitulo 15 - Matematica Simbdlica

Introducéo

Agora é possivel instruir a0 MATLAB que manipule expressdes mateméticas,
sem de fato usar nimeros, que Ihe permitam calcular com simbolos mateméticos, além
de nimeros. Esse processo é freqlientemente chamado de matemética simbdlica. Aqui
estéo aguns exempl os de expressies simbdlicas:

cos(x%) 3x*+5x-1 v=d xX° f= ¢ x* dx

A toolbox de Matematica Simbdlica € uma colegéo de fungdes para 0 MATLAB
usadas para manipular e resolver expressdoes simbdlicas. Ha diversas ferramentas para
combinar, simplificar, derivar, integrar e resolver equacdes diferenciais e agébricas.
Outras ferramentas sdo utilizadas em agebra linear para derivar resultados exatos para
inversas, determinantes e formas candnicas e para encontrar os autovalores de matrizes
simbdlicas, sem o erro introduzido pelo calculo numérico.

A aritmética de precisdo variavel que cacula smbolicamente e retorna um
resultado para qualquer grau de precisdo especificado, também esta disponivel no
MATLAB.

As ferramentas contidas na toolbox de matemética simbdlica foram criadas por
meio de um poderoso programa de software chamado Maple, originamente
desenvolvido na Universidade de Waterloo, no Canada. Quando vocé pedir ao
MATLAB para executar alguma operacao simbdlica, ele solicitard ao Maple parafazé-lo
e entdo retornara o resultado para a janela de comando do MATLAB. Por isso, fazer
manipulagdes ssimbdlicas no MATLAB é uma extensdo natural do modo como vocé usa
0 MATLAB para processar nUmeros.

15.1 Expressdes Simbdlicas

Expressdes simbdlicas sdo strings de caracteres ou conjuntos de strings de
caracteres que representam numeros, funcfes, operadores e varidvels. as variavels ndo
tém de ter vaores previamente definidos. Equagdes simbllicas sdo expressdes
simbdlicas que contém um sina de igualdade. A aritmética simbdlicas € a prética de
resolucdo dessas equacdes por meio da aplicacéo de regras conhecidas e de identidades a
determinados simbolos, exatamente da forma que vocé aprendeu a resolvé-las em
algebra e cdculo. Matrizes simbdlicas sdo conjuntos cujos elementos S0 expressdes
smbodlicas.
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Representacdes de Expressdes Simbolicas no MATLAB

O MATLAB representa expressdes simbdlicas internamente como strings de
caracteres para diferencia-las de varidvels numéricas e operadores. Aqui estdo alguns
exemplos de expressdes simbdlicas com seus equivalentesem MATLAB:

Expressdes smbdlicas Representacdo no MATLAB
1 ‘1 (2*x"n)’
2Xn
cos(x ?) - sen (2x) “cos(x " 2)-sin(2* x)’
[a f:} sym(‘[a,b;c,d]")
cod

Exercicios:

1. diff(‘cos(x)’)
2. M =sym(‘[ab;cd]’)
3. determ(M)

Observe que, no primeiro exercicio acima, a expressao simbdlica foi definida
implicitamente pelo uso de aspas simples para dizer a0 MATLAB que (‘cos(x)’) sga
uma expressao simbdlica, em vez de uma expressao nUMéErica, ap passo que, no segundo
exemplo, afuncéo sym foi usada para, explicitamente, dizer a0 MATLAB que M = sym
(‘[ab;c,d]’) € uma expressdo simbdlica. Geramente a funcdo explicita sym ndo é
necessariaonde o MATLAB puder determinar, por si O o tipo de argumento.

Em MATLAB, aforma func arg € equivalente a func(‘arg’), onde func é uma
funcdo e arg € um argumento na forma de string de caracteres. Por exemplo, 0
MATLAB consegue descobrir que diff cos(x) e diff (‘cos(x)’) significam a mesma coisa,
ou sga, diff(sym(‘cos(x)’)), mas a primeira forma € certamente mais facil de ser digitada.
Contudo, afungdo sym € necesséria. Isto fica claro no exemplo seguinte:

Exemplo
M=[a,b;c,d] M é umamatriz numérica usando valores deaaté d
M='[a,b;c,d]’ M éumastring de caracteres
M=sym(‘[ab;c,d]') M éumamatrizsimbdlica

Aqui M foi definido de trés maneiras. numericamente (se a b, ¢ e d tiverem sido
predefinidos), como uma string de caracteres e como uma matriz simbdlica.
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Muitas funcbes simbdlicas sdo suficientemente avancadas para converter strings
de caracteres em expressdes simbdlicas de forma automatica. Mas, em alguns casos, em
especia na criagd de um conjunto simbdlico, a fungdo sym deve ser usada para
converter um string de caracteres  especificamente em uma expressdo simbdlica. A
formaimplicita, ou sga, diff cos(x), € mais Util para tarefas simples que ndo referenciam
resultados anteriores. Contudo, a forma mais simples (sem aspas) requer um argumento
gue € um string de caracteres simples sem espacos em seu interior:

Exemplo
diff x"2+3*x+5
diff x"2 + 3*x +5

Na segunda equagao 0s espacos pressupdes strings de caracteres distintos.

As expressdes simbdlicas sem variaveis s8o chamadas de constantes simbdlicas.
Quando as constantes simbdlicas sdo visudizadas, freqlientemente torna-se dificil
distingui-las de nimeros inteiros.

Exemplo
f=symop(‘ (3*4-2)/5+1’)
isstr(f)

A funcéo isstr nada mas faz do que retornar se f € uma string de caracteres (1 =
sm e 0 = ndo). Nesse caso, f representa a constante ssmbdlica ‘3’ ndo o numero 3. O
MATLAB armazena strings de caracteres como representacdo ASCII de caracteres.
Conseguentemente, se voceé realizar uma operacdo numérica em um string de caracteres,
0 MATLAB usao vaor ASCII de cada caractere na operacéo.

Exemplo
f+1

15.2 Variaveis Simbdlicas

Quando se trabalha com expressdes ssimbdlicas contendo mais de uma variavel,
umavariavel a éavariavel independente, ele seleciona uma baseado na regra seguinte:

A vaiédvel independente padré em uma expressdo simbdlica é uma letra
minUscula Unica, que ndo sgjai ou j, que ndo faca parte de uma palavra. Se ndo ha tal
caractere, € escolhido x. Se o caractere ndo for Unico, aquele mais préximo de X,
alfabeticamente falando, € escolhido. Se houver empate, 0 caractere posterior no
alfabeto sera escolhido.

A varidvel independente padrdo, algumas vezes conhecida como variave livre, na
expressdo ‘1 / (5+cos(x))’ é‘x’; avariavel livre na expressdo ‘3*y+z' €'y’; e avariavel
livre na expressdo * atsin(t)’ é‘t'. A varidvel simbdlica livre na expressdo * sin(pi/4) -
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cos(3/5)" é ‘X’ porque esta expressdo € uma constante simbdlica, ndo contendo variavels
simbdlicas.

Vocé pode pedir a0 MATLAB para lhe dizer qual a variavel em uma expressao
simbdlica é considerada por ele como a varidvel independente usando a fungdo symvar.

Exemplo
symvar(‘a x+y’) encontra a variavel smbdlica padréo
symvar (‘a*t+g/(u+3)’) u € mais proxima de x
symvar(‘sin(omega)’) ‘omega ndo € um caracter Unico
symvar(‘ 3*i+4*j’) I ej sdoiguaisasort(-1)
symvar(‘'y+3*s't')  encontraavariavel mais proximade ‘t’

Se symvar ndo encontrar uma variavel padréo, usando esta regra, considerara que
ela ndo existe e retornard x. Isto serd verdadeiro para expressdes que contenham
varidveis com multiplos caracteres, bem como constantes simbdlicas, as quais néo
contém variavels.

Muitos comandos dao a vocé a opc¢do de especificar a variavel independente, se
desgjado:

Exemplo
diff('x"n") derivaem relacdo a varidvel padrdo ‘X’;
diff(‘x”n’,'n’) derivaem relagdo an;
diff(‘sin(omega)’) deriva usando a variavel padr&o;

diff(‘'sin(fomega)’,omega’)  especificaavaridvel independente;

Exercicios

Dada cada expressdo simbdlica, use a sintaxe do MATLAB para criar a
expressao simbdlica equivalente do MATLAB.

a.f=zax®+bx+c

b. p=3+2s+1
4s- 2

c.r=e?

d. dV3x*+2x+5

dx
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2. Encontre a variavel independente padréo que é retornada por symvar nas expressdes
seguintes:

a.z=3ac+4b -2
. X=da+3c+b*+1

b

C. q=r+43k*+2p
d. f=s

e N=3r+25+5

15.3 Operacdes em Expressdes Simbolicas

Depois de criar uma expressao simbdlica, vocé provavelmente vai querer muda-la
de alguma forma. Vocé pode querer extrair parte de uma expressdo, combinar duas
expressoes ou achar o valor numérico de uma expressdo simbdlicaa. Ha muitas
ferramentas simbdlicas que |he permitirdo realizar essas tarefas.

Quase todas as fungdes simbdlicas agem sobre expressdes simbdlicas e conjuntos
simbdlicos e retornam expressdes simbdlicas ou conjuntos. O resultado pode &s vezes se
parecer com um nUmero, mas € uma expressao simbdlica representada internamente
como um string de caracteres. Conforme foi dito antes, é possivel descobrir se o
resultado que parece ser um nimero é um inteiro ou um string de caracteres utilizando a
funcéo isstr do MATLAB.

Extracdo de Numerador es e Denominador es

Se sua expressao for um polindmio racional (uma razéo de dois polinbmios) ou
puder ser expandida em um polinémio racional (incluindo aqueles com um denominador
igual a 1), vocé pode extrair o numerador e o denominador usando numden. Dadas as
expressoes:

2

m=X
f= ax’
b-x
g=3x"+2x-3
2 3 5
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2X+ 1
3

3
2

i 3x+ 4
X2

numden combina e racionaliza a expressao, se necessario, e retorna 0 numerador
e 0 denominador resultantes. As linhas de comando do MATLAB para se fazer isso sdo:

m="‘x"2'
[n,d]= numden(m)

f="ax"2/(b-x)

[n,d]=numden(f)

g = '3/2*x"2+2/3*x-3/5

[n,d] = numden(g)

h = (x"2+3)/(2* x-1)+3*x/(x-1)’

[n,d] = numden(h)

k = sym (‘[3/2,(2* x+1)/3;4/x"2,3*x+4]’)

[n,d] = numden(k)

Essa expressdo , k, € um conjunto ssimbdlico, numden retornou dois novos
conjuntos, n e d, onde n é um conjunto de numeradores e d o conjunto de
denominadores. Se vocé usar a forma s = numden(f), humden retorna apenas o
numerador dentro da varidvel s.

15.4 Operagdes Algébricas Padréo

Diversas operacOes algébricas podem ser executadas em expressdes simbdlicas.
As fungbes symadd, symsub e symdiv somam, subtraem, multiplicam e dividem,
respectivamente, duas expressdes, e sympow el eva uma expressao a poténcia da outra.
Exemplo

f=2+3x-5
g=xX-x+7
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No MATLAB:
f = 2*x"2+3*x-5
g = ‘X"2-x+7
symadd(f,g)
symsuib(f,g)
symmul(f,g)
symdiv(f,g)
sympow(f, ‘3*x’)  %Encontra a expressio paraf *

Uma outra funcdo de aplicacdo gera permite que vocé crie novas expressoes a
partir de outras varidveis simbdlicas, expressdes e operadores. Symop recebe até 16
argumentos separados por virgula, cada um dos quais pode ser uma expressdo simbdlica,
um valor numérico ou um operador (+,-*,/2(,0u)). Symop entdo concatena 0S
argumentos e retorna a expressao resultante.

Exemplo
f = *cos(x)’
g ="‘sin(2*x)’

symop(f, /", g, ‘+ , 3)

Todas estas operacBes também trabalham com conjuntos de argumentos da
mesma forma.
Operacdes Avancadas

O MATLAB tem a capacidade de redlizar operaghes mais avancadas em
expressdes simbdlicas. A fungdo compose combina f(x) e g(x) em f(g(x)), a funcéo
finverse encontra o inverso funcional da expressdo, e a funcdo symsum encontra o

somat6rio simbdlico de uma expressao.

Dada as expressdes:

4. k = sen(v)
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No MATLAB
f="1(1+x"2)’;
g="sin(x)’;
h="1/(1+u"2)’;
k="‘sin(v)’;
compose(f,g)
compose(g,f)

Compose pode também ser usada em funcdes que tem varidvels independentes
diferentes:

compose ( h, k, ‘u’, ‘v")

O inverso funciona de uma expressdo, digamos f(x), é a expressdo g(x) que
satisfaz a condicdo g(f(x)) = x. Por exemplo, o inverso funcional de € é In(x), ja que
In(e") = x.

A funcdo finverse retorna o inverso funcional de uma expressao e avisa a Vocé se
o resultado n&o for Unico.

Exemplos
finverse (*x"2')
finverse (‘a*x+b’)
finverse (‘a*btc*d-a*z','d)

A fungo symsum encontra 0 somatério simbdlico de uma expressdo. Ha quatro
formas para a funcéo:

MATLAB Retorna
msum(f e
msm) 8 109
f
symsum(f, & b) £(%)
symsum(f, ‘s’ )

symsum(f, ‘s, a, b)

» Qos o QJO‘L’ o Qo o
—
~
N2

-
Coun)
€
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15.5 Funcdes de Converséo

Essa secdo apresenta ferramentas para conversdo de expressdes simbdlicas em
valores numéricos e vice-versa

A funcdo sym pode receber um argumento numérico e converté-lo em uma
representagdo simbdlica. A fungdo numeric faz o contréario, converte uma constante
simbdlica em um vaor numérico.

Exemplo
phi=*(1+sgrt(5))/2
numeric (phi)

A funcdo eval faz com que o MATLAB calcule um string de caracteres. Dessa
forma, eval é outra funcéo que pode ser usada para converter constante simbélica em um
ndmero, ou para calcular uma expressao.

Exemplo
eval (phi)

Vocé ja trabalhou com polindmios em MATLAB, usando vetores cujos
elementos sdo os coeficientes dos polindmios. A funcéo simbdlica sym2poly converte
um polindbmio simbdlico em seu vetor de coeficientes equivaente no MATLAB. A
funcdo poy2sym faz o inverso e possibilita que vocé especifique a variavel a ser usada na
expressao resultante.

Exemplo
f= " 2*x"2+x"3-3*x+5’
n=symz2poly(f)
poly2sym(n)
poly2sym(n, ‘S)
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Substituicdo de Variaveis

Quando se tem uma expressao simbdlica em X, e que queira mudar a variavel para
Yy, usa-se a fungéo subs.

Exemplo
f="a*x"2+b*x+c’
subs(f, ‘s’, ‘X’)
h=subs(f, ‘2, ‘X’)
15.6 Derivacéao e Integracao

Derivacao

A derivagdo de uma expressdo simbdlica usa a funcdo diff em uma dentre as
quatro formas:

Expresséo Resultado

f="a*x"\3+x"2-b*x-C’ Define uma expressdo simbdlica

diff(f) Derivaem relagdo ao padréo (X)

diff(f, ‘a) Derivaf emrelacéo a(a)

diff(f, 2) Derivaf duas vezes em relagéo a (x)

diff(f, ‘a,2) Derivaafuncdo f duas vezes em relacéo a (a)

A funcdo diff também opera sobre conjuntos. Se f for um vetor ssimbdlico ou
matriz, diff(f) deriva cada e emento do conjunto:

Exemplo

f= sym(‘[a* X, b*x"2, c*x"3, d*g]’)
diff(f)

Integracao

A func&o de integragdo int(f), onde f € uma expressdo simbdlica, tenta encontrar
outra expressdo simbdlicaF tal que diff(F)=f.
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Expresséo Resultado

f=‘sin(st2*x)’ Criaumafuncdo simbdlica

int(f) Integra em relagdo ax

int(f, ‘s Integraem relagéo a s

int(f, pi/2, pi ) Integra em relacéo ax de pi/2 api
int(f, ‘s, pi/2, pi) Integraem relagéo a s de pi/2 api
int(f, ‘m’,'n’) Integraem relagdo ax dem paran
Exercicio:

Hélio estd em uma excursdo com sua turma de escola, no ato do edificio Central.
Ele pega um tomate maduro em sua mochila, debruga-se sobre a beirada do terrago e
atira-o no ar. O tomate € jogado para cima, a uma velocidade inicial vo = 20m/s. O
terraco encontra-se ayo = 30 metros acima do nivel do solo. Onde estard o tomate a um
intervalo arbitrario de t segundos mais tarde? Quando ele alcancard a altura maxima?
Que atura acima do solo o tomate conseguira alcancar? Quando o tomate atingira o
solo? Considere que ndo haresisténciado ar eque g = 10 m/s.

ymax T tmax
y =30 _t=0

vt plof

15.7 Transformadas

As transformadas so usadas com muita freqiiéncia em Engenharia para mudar o
campo de referéncia entre o dominio do tempo e o dominio s, dominio da fregiiéncia ou
dominio Z. Ha muitas técnicas para analisar estados de equilibrio e sistemas que sofrem
mudancgas muito suaves no dominio do tempo, mas o0s sistemas complexos quase sempre
podem ser analisados mais facilmente em outros dominios.
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Funcgdes Degrau e Impulso

Os problemas de Engenharia fregtientemente fazem uso da funcdo Degrau u(t) e
impulso d(t) na descricdo de sistemas. A funcdo Degrau Ku(t - @), onde K é uma
constante, é definida como Ku(t - @) = 0 parat <aeKu(t - @ = K parat >a. Eisum
gréfico da funcdo Degrau Ku(t - a):

t=a t

A funcdo impulso d(t) € a derivada da funcéo Degrau u(t). A funcdo Degrau K
Y
d(t-a) é definidacomo K d(t-a) = O parat<ae (Kd(t- a)dt =K parat=2
¥

Quando representada em gréfico ela € comumente representada como uma seta
de amplitudeK ent=a. Eisogréfico deK d(t-a):

t=a 1
Exemplo
u = "‘k*Heaviside(t-a)’
d = diff(u)
int(d)
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Transformada de L aplace

¥

A Transformada de Laplace rediza a operagdo F(s)= (Of ( )e'9dt. Para
0

transformar f(t), no dominio do tempo, em F(s), no dominio de s.
A Transformada de Laplace da funcio cosseno amortecido €* cos(wt) €
encontrada usando-se a fungédo Laplace:

f=sym(‘ exp(-a*t)* cos(w*t)")
F= laplace(f)

pretty(F)

laplace(* Dirac(t)’)

laplace(* Heaviside(t)')

As expressdes podem ser transformadas novamente para o dominio do tempo,
usando-se o inverso da transformada de Laplace, invlaplace, que realiza a operagéo f(t).
Usando F do exemplo acima temos:

invlaplace(F)

Transformada de Fourier

A Transformada de Fourier e sua inversa s8o muito usadas em andise de
circuitos para determinar as caracteristicas de um sistema em ambos os dominios de
tempo e de freqiiéncia. O MATLAB usa as funcdes fourier e invfourier para transformar
expressdes entre dominios. A Transformada de Fourier e sua inversa séo definidas
como:

¥

Fw)= of (e ™dt fy=1 i‘j:(w)e’w‘dw

O MATLAB usaum w para representar w em expressoes simbalicas.
Exemplo

f=‘t*exp(-t"2)’

F= fourier(f)

invfourier(F)
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Transformada Z

As transformadas de Laplace e Fourier s80 usadas para andisar sistemas de
tempo continuos. Transformadas Z, por outro lado, sdo usadas para analisar sistemas de
tempo discreto. A Transformada Z € definida como:

Fo=4 f(Wz"

n=0

onde z € um nimero compl exo.
A Transformada z e a Transformada z inversa sdo obtidas usando-se as fungdes

Zrans e invztrans. O formato é similar ao das funcdes de transformadas de Laplace e
Fourier.

Exemplo
f=22n/7-(-5"n/7T
G= ztrang(f)
pretty(G)
invtrans(G)
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